£5PUCE Zirtual

Estadistica Aplicada

Medicion de Probabilidad
variables continuas

Clase 5

Ingenieria en ciberseguridad

La excelencia no se improvisa

0000OO0



1. INTRODUCCION DE LA CLASE

En la clase anterior habiamos examinado la distribucion normal y su importancia en la estadistica inferencial.
Sin embargo, cuando revisamos el concepto de muestra, mencionamos la condicion de que la misma debe ser
representativa con respecto a la poblacién. Sin embargo, esto no siempre es posible, como explicaremos mas
adelante.

En esta clase veremos por qué no siempre podemos utilizar el intervalo de confianza de 1.96 cuando el tamafo
de la muestra es pequefio. En su lugar, aprenderemos cuales serian los valores apropiados en estos casos. Por
otro lado, esta distribucion esté relacionada con las pruebas de hipotesis realizadas con la funcion t.test , que
es un tema de vital importancia en la estadistica.

Clase 1:
Resultados de aprendizaje que seran abordados con el contenido de la clase:

Calcular e interpretar estadisticos y parametros para describir muestras y poblaciones

Reto # 2

5) Medicion de Probabilidad variables continuas

En las clases anteriores habiamos mencionado el concepto de muestra y establecido que esta debe ser una
parte representativa de la poblacion que se selecciona para ser estudiada, ya que trabajar sobre la poblacion
generalmente es demasiado grande para hacer un trabajo de investigacion viable. Por otro lado, si la poblacién
esta estimada en cientos de miles o millones, entonces la muestra deberia ser grande.

Pero trabajar con muestras grandes no siempre es posible; por ejemplo, un fabricante de autos debe certificar la
resistencia de los modelos a choques frontales para salvaguardar la seguridad de los ocupantes, pero cada ex-
perimento que se realice sera muy costoso debido a que terminara con la destruccion del vehiculo. Esto puede
ser muy costoso a largo plazo. En otros casos, puede ser imposible contar con suficientes muestras. Por ejem-
plo, un laboratorio farmacéutico desea probar un nuevo farmaco que ha desarrollado. La poblacion objetivo
puede ser muy grande, de modo que se necesitaria una muestra grande. Pero el laboratorio podria tener prob-
lemas para conseguir suficientes candidatos dispuestos a someterse como voluntarios para probar el farmaco.

De acuerdo con Webster, A. (2000), cuando estudiamos el proceso general de muestreo, estadistico e inferen-
cia del parametro, indicamos que, si la muestra es representativa, podriamos, por ejemplo, inferir el sigma de
la poblacion en base al s de la muestra. Pero con muestras pequefias, la diferencia entre sigma y s puede ser
significativa; mas aun, si se realizaran 2 procesos de muestreo con pocas observaciones, los resultados de la
inferencia poblacional serian diferentes. Aqui entra la distribucion T.

La T es una familia de distribuciones de probabilidad continua utilizada al trabajar con poblaciones distribui-
das normalmente, pero donde el tamafio de la muestra es pequefio y se desconoce la desviacion estandar de la
poblacion.




5.1) Distribucién T
La distribucién t se utiliza cuando se cumplen tres condiciones:

1. La muestra es pequefia. La pregunta que surge es qué se considera pequefio. Como veremos mas
adelante, los valores del estadistico t se aproximaran a los del estadistico Z cuando la cantidad de
observaciones sea mayor a 30. Es decir, si, por ejemplo, estamos tratando con una muestra de 10 ob-
servaciones, las diferencias entre Z y t seran significativas.

2. Sigma (o) es desconocida. Normalmente, no conocemos la varianza y la desviacion de la poblacion.
En la clase anterior, dijimos que, si no se conoce sigma, esta puede ser reemplazada por s/vn, pero
con muestras pequefas la diferencia entre sigma (o) y s puede ser importante. Sin embargo, si 6 es
conocida, la distribucion Z se usa incluso si la muestra es pequena.

3. La poblacion presenta una distribucion normal o casi normal. Esto es asi dado que con muestras
pequetias es dificil asegurar que esta sigue una distribuciéon normal. Como veremos mas adelante,
existen varias funciones que pueden indicar si una muestra es normal, pero en este caso, con muestras
pequefias, debemos recurrir a funciones no paramétricas.

En base a los conceptos mencionados, podemos establecer el siguiente mapa de decision.
Figura 1
Mapa de decision para usar distribucion Z o T
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TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

o YES

Este teorema indica que, a medida que el tamafio de la muestra, n, se haga mas grande, la distribuciéon muestral
de las medias de la muestra tendera a seguir una distribucion de probabilidad normal con una media igual a la
media poblacional real, p, y un error estindar de la media ox = o/\n.




Esto es asi independientemente de la distribucion, que podria ser Student T, Poisson, Binomial, etcétera, de la
que se extrajo la muestra.

El teorema del limite central nos asegura que si tomamos una muestra lo suficientemente grande (n > 30),
entonces la distribucion muestral se distribuird normalmente, independientemente de la distribucion de la po-
blacioén en si. Si la poblacion de la que se extrajeron las muestras no es normal o si simplemente no sabemos
si la poblacion es normal o no, entonces el teorema del limite central se mantendra siempre que tengamos una
muestra grande de 30 o maés.

En las clases, validaremos este concepto para las distribuciones de Poisson y Binomial
Estadistico T

Al igual que el concepto del estadistico Z, la distribucion T cuenta con un estadistico llamado t que nos indica
qué tan alejada de la media se halla un valor x.

Este indicador nos sirve para analizar la probabilidad en la distribucion t. Al igual que el Z en la distribucion
gaussiana, la distribucion T es una distribucion normal con forma de campana, pero la distribucion normal es
mas alta en el centro y mas baja en ambos extremos o colas. El area debajo representa la probabilidad de las
observaciones, por lo que es probable que la mayoria de los puntos de datos estén cerca del centro del grafico,
mientras que es probable que haya menos puntos en las secciones mas altas o bajas, representadas por el area
mas pequefia hacia las colas del grafico.

Debido a lo anterior, la probabilidad PDF y CDF de T no son iguales a la distribucion gaussiana o normal en
todos los casos.

De acuerdo con Rumsay (2009) En muchos casos, no se conoce la desviacion estandar de la poblacion, o.
Para estimar la media de la poblacién utilizando un intervalo de confianza cuando se desconoce o, se utiliza
la formula siguiente.

Figura 2

Formula de estadistico t
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Donde:

u=media de la poblacion

x = media de la muestra

S= desviacion estandar de la muestra

n=Tamaifio de la muestra




GRADOS DE LIBERTAD EN DISTRIBUCION t

Decimos que la distribucion T es una “familia” debido a que su forma y probabilidades varian dependiendo
del concepto de Grados de Libertad, que describimos a continuacion:

En general, podemos decir que una variable puede tomar una cantidad infinita de valores. Pero cuando existen
restricciones, entonces no todos los valores son posibles. Veamos un ejemplo: Se dispone de un conjunto de
valores como {x1,x2,x3,x4}, para una variable, pero hay una restriccion, digamos que la suma debe ser 20.
Entonces, si en un momento determinado tengo {1,4,5,}, las primeras 3 variables pueden tomar cualquier val-
or, es decir, tengo 3 grados de libertad. Pero la cuarta esta sujeta a la restriccion (tiene que ser 10). Cuando se
toma una muestra, de longitud n, n-1 vienen a ser los grados de libertad de la variable.

En general, definimos los grados de libertad como el nimero de observaciones menos el numero de restric-
ciones impuesta sobre tales observaciones.

CARACTERISTICAS DE LA DISTRIBUCION T

Una distribucion t es simétrica. Es una distribucidon en forma de campana que asume la forma de una distribu-
cioén normal y tiene una media de cero.

Su distribucion esta parametrizada en base a los grados de libertad v =n-1

donde n es el tamafio de la muestra.

Su varianza=v/(v - 2), donde v representa el nimero de grados de libertad o en funcién de n como se muestra
en la siguientes figura.

Figura 3

Varianza de la distribucion T

[ 62=(n-1)/(n-3)

La varianza es mayor que 1 en todo momento. Sin embargo, tenga en cuenta que se acerca mucho a uno cuan-
do hay muchos grados de libertad. Con una gran cantidad de grados de libertad, una distribucion t se parece a
una distribucion normal.

Las colas de una distribucion t son mas gruesas y menos puntiagudas que las de una distribucion normal, lo
que indica una mayor probabilidad en las colas.

La forma de una distribucion t cambia con el cambio en los grados de libertad. Cuanto mayor sean los grados
de libertad, mayor sera la probabilidad de que ocurra y cuanto mayor sea la magnitud, mas se parecera la forma
de una distribucion t a una distribucion normal estandar.

La densidad de probabilidad PDF se calcula con la siguiente formula.




Figura 4

Funcion de densidad (PDF) de la distribucion T
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Mediante la formula anterior, podemos realizar el siguiente diagrama de la distribucion en funcién de los
grados de libertad.

Figura §
Distribucion T en funcion de grados de libertad
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5.2) funciones de distribucion T

Funciones programaticas distribucion t

Al igual que en la distribucion normal, los prefijos usados para las funciones de distribucion siguen siendo
los mismos: d para densidad, p para probabilidad acumulada, q para obtener el inverso de p y r para crear un
vector con determinados grados de libertad, y el sufijo sera siempre t.




Figura 6

Funciones programaticas de distribucion T

Funcion de Distrib.
Distribucion | Normal

PDF dt() dt(x, v, ncp, log = FALSE)
CDF pt() pt(qg, v, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
Inverso CDF  qt() qt(p. v. ncp. lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

Funcion para | Distrib.
obtener un Normal

set de datos rt() rt(n, v, ncp)
de la

distribucion

Donde

v= grados de libertad
x=vector de valores
g=vector de cuantiles
p=vector de probabilidades

lower.tail=TRUE para calcular P[X<x] , FALSE para calcular P[X>x]

Descripcion de la Funciones

dt proporciona la densidad, pt proporciona la funcién de distribucion, qt proporciona la funcion de cuantiles y

rt genera desviaciones aleatorias.

Los argumentos no validos generaran el valor de retorno NaN, con una advertencia.

Intervalo de confianza para la media poblacional

Una vez entendido el calculo del estadistico t, podemos usarlo para inferir la media poblacional. Noétese que
es similar a la formula utilizada en la distribucion Z, pero en este caso sustituiremos el estadistico Z por t.

Nuestra formula quedaria como se describe en la siguiente figura.

Figura 7

Intervalo de confianza para la media poblacional

IC para la media = X +t*o/\n

Donde:

X es la media muestral




t es el estadistico calculado con los grados de libertad

(Ahora nos preguntamos qué pasa si tengo 2 muestras de la misma poblacion, pero con distinta cantidad de
observaciones? Obviamente, los grados de libertad seran diferentes y posiblemente la desviacion estandar
también lo sea.

(Cada una de estas muestras nos daria una media estimada para la poblacion diferente? ;Cual vale?

Aqui tenemos dos casos: que las varianzas sean iguales entre las dos muestras y que las varianzas sean difer-
entes.

Si las varianzas son iguales, vamos a calcular una varianza ponderada, en donde los pesos son los grados de
libertad n — 1 para cada muestra. Esta estimacion ponderada se muestra en la siguiente figura:

Figura 8

Varianzas ponderadas
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El intervalo de confianza para la diferencia entre las dos medias poblacionales se halla entonces con una dis-
tribucion t con grados de libertad nl + n2 - 2.
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Figura 9

Intervalo de confianza para la diferencia entre medias poblacionales cuando o, =0,
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Por otro lado, cuando las varianzas son diferentes se puede aproximar los grados de libertad segun la siguiente
figura

Figura 10

Grados de libertad ponderados cuando 6, # o,
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Y el intervalo de confianza para la diferencia entre medias poblacionales se calcularia de acuerdo con la sigui-




ente figura
Figura 11
Intervalo de confianza para la diferencia entre medias
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Veamos algunos ejemplos de como se puede usar la distribucion t.

Un fabricante de focos asegura que su producto dura 500 horas. Es imposible hacer un muestreo grande para
validar, esta es una pista que debemos usar distribucion T.

Se hace una muestra con 25 focos. La media obtenida es 505.36 y una s=12.07
Pregunta: ;Esta o no garantizada la calidad mencionada por el fabricante?
Para resolver este problema podemos hacerlo de dos maneras distintas:

a) Calculando la media poblacional

#Valores obtenidos del enunciado

n=25

media_muestral=505.36

s=12.07

mu=500

#Obtenemos el valor de t critico para IC=95%
teritico<- qt(0.95,24)

teritico

#aplicamos la férmula

IC bajo <- media_muestral - (tcritico*s/sqrt(25))
IC alto <- media_muestral + (tcritico*s/sqrt(25))”
IC bajo

[1]1501.2299

IC alto

[1] 509.4901
b) Comparando Tcalculado vs. Tcritico. En este caso, vamos a calcular qué tan distanciado esta la mues-
tra con respecto a un Tcritico obtenido para el 95% de intervalo.




#Calculo el valor de t

n=25

media_muestra=505.36

s=12.07

mu=500

#De acuerdo a la figura 2

tcalculado<- (media_muestra- mu)/(s /sqrt(n))
tcalculado

[1]2.220381

#Obtenemos el valor de t-critico para 95% de confianza,
intconf =0.95

gl <-24 # 25 -1 grados de libertad
teritico<-qt(intconf,gl, lower.tail=TRUE)
teritico

1.710882

En base a este ultimo codigo obtenemos la siguiente figura

Figura 12

Resolucion analitica del problema anterior
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En la gréafica podemos notar que la recta roja corresponde al Tcritico al 95%, es decir, que debajo de esa linea
se ubicaran el 95% de las posibilidades. Y la recta azul corresponde al t-calculado de la muestra, que se en-
cuentra hacia la derecha, esto indica que la calidad de los focos es todavia mejor que lo garantizado por el

fabricante.




Ejercicio 2

En la cafeteria de los estudiantes de la PUCE, existen maquinas expendedoras de café. Una muestra de 15
tazas arroja una media de 15.3 onzas, con una varianza de 3.5. Estudiantes indican que la cantidad de café
dispensado no es la correcta. Se solicita al proveedor recalibrar la maquina, después de lo cual se realiza una
nueva medicion: una muestra de 10 tazas produce un promedio de Primero debemos darnos cuenta de que lo
que solicita el problema es la diferencia entre medias, considerando que existen dos muestras pequefias con
varianza igual. Por lo tanto, las formulas que aplican son las de las figuras 8 y 9.

nl <- 15

medial <- 15.3

varl <-3.5

gll <-nl-1

n2<- 10

media2 <- 17.1

var2 <- 3.9

1C=0.975 #incluye cola izquierda

gl2 <-n2-1

#En primer lugar calcularemos la varianza ponderada al cuadrado
sp2 <- (varl*gll +var2*gl2)/(n1+n2-2)

sp2

#Segundo tenemos que calcular los grados de libertad ponderados
teritico <- qt(IC,(n1+n2-2))

teritico

#Por ultimo calculamos el intervalo

ID bajo <- (medial-media2) - tcritico*sqrt((sp2/15)+(sp2/10))
[1]-3.414905

ID alto <- (medial-media2) + tcritico*sqrt((sp2/15)+(sp2/10))
[1]-0.1850947

Analisis: Revisando la respuesta de los intervalos de la diferencia (ID_bajo , ID alto) notamos que esta dif-
erencia no incluye el valor de 0 , notamos que esta diferencia no incluye el valor 0, por lo tanto, podemos
concluir que si existié una diferencia después de la recalibracion.
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Definicion de los términos citados en la Clase 5.

Inferencia es- | La inferencia estadistica es el conjunto de métodos y técnicas que permiten
tadistica inducir, a partir de la informacion empirica proporcionada por una muestra,
cual es el comportamiento de una determinada poblacién con un riesgo de
error medible en términos de probabilidad.

Intervalo de confi- | El intervalo de confianza describe la variabilidad entre la medida obtenida
anza en un estudio y la medida real de la poblacion (el valor real). Corresponde a
un rango de valores, cuya distribucion es normal y en el cual se encuentra,
con alta probabilidad, el valor real de una determinada variable. Esta «alta
probabilidad» se ha establecido por consenso en 95%. Asi, un intervalo de
confianza de 95% nos indica que dentro del rango dado se encuentra el valor
real de un parametro con 95% de certeza

Profundizacion Clase 1.
Distribucion T
Describe el uso de la funcion dt

Enlace

Distribucion T
Describe el uso de las funciones pt y qt

Enlace
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