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INTRODUCCION DE LA CLASE

Los espacios vectoriales constituyen uno de los conceptos mas esenciales en algebra
lineal y matematicas en general, ya que proporcionan un marco abstracto para trabajar
con vectores y operaciones que combinan estos elementos de forma coherente. Un
espacio vectorial estd formado por un conjunto de vectores y un campo de escalares
(como los niimeros reales o complejos), y esta definido por un conjunto de axiomas que
garantizan la suma y la multiplicacion escalar conserven propiedades fundamentales
como la asociatividad, conmutatividad, existencia de un elemento neutro (vector cero)
y existencia de inversos aditivos. Estos espacios permiten modelar y analizar una
amplia variedad de fendmenos, desde problemas geométricos en dos y tres dimensiones
hasta sistemas mas complejos en espacios de dimension infinita, utilizados en fisica,
ingenieria, informatica y economia. Gracias a estas propiedades, los espacios
vectoriales facilitan la representacion y manipulacion sistematica de datos y funciones,
haciendo posible la aplicacion de técnicas como la descomposicion en bases y el estudio
de transformaciones lineales.

Dentro de un espacio vectorial, los subespacios representan subconjuntos especiales
que por si mismos cumplen con las mismas propiedades de un espacio vectorial, es
decir, son cerrados bajo la suma y la multiplicacion por escalares y contienen el vector
cero. Estos subespacios son cruciales para el analisis estructural de espacios vectoriales,
ya que permiten identificar y estudiar partes internas del espacio que pueden ser
analizadas de manera independiente. El concepto de subespacio es fundamental para
entender la dimension, bases y la independencia lineal, asi como para resolver sistemas
de ecuaciones lineales y analizar transformaciones lineales. En ingenieria y ciencias
aplicadas, el reconocimiento de subespacios facilita la simplificacion y resolucion de
problemas complejos, como la reduccion de dimensiones en el procesamiento de
senales, la optimizacion en control de sistemas y la modelacion de espacios funcionales

en fisica matematica.
Resultado o resultados de aprendizaje que sera abordado con el contenido de la
clase.

1) Comprender los conceptos basicos del Algebra Lineal y Geometria Analitica en

el campo de la Ingenieria.




2) Analizar los problemas relacionados al Algebra Lineal y Geometria Analitica

en el campo de la Ingenieria.

Reto # (2)

Clase 9: Espacios Vectoriales y Subespacios

Los espacios vectoriales son estructuras matematicas fundamentales en el dlgebra lineal
que permiten estudiar fendmenos complejos mediante un lenguaje abstracto y preciso.
Estas estructuras generalizan muchas propiedades conocidas de vectores del espacio
euclidiano y se aplican en campos tan variados como la ingenieria, la economia, la

fisica, la estadistica y la informatica.

La nocion de espacio vectorial, junto con la de subespacio, proporciona un marco para
analizar sistemas de ecuaciones lineales, transformaciones lineales y problemas
geométricos o algebraicos. A través de esta clase exploraremos sus definiciones,
propiedades, criterios, ejemplos y contraejemplos, resaltando los conceptos clave para

facilitar su comprension y aplicacion.

Los espacios vectoriales son estructuras matematicas fundamentales que permiten
estudiar una gran variedad de fenomenos en algebra lineal. A través de estos espacios,
es posible generalizar muchas propiedades conocidas de los vectores del espacio
euclidiano y aplicarlas en contextos mas amplios, lo que facilita el analisis de sistemas
complejos. Estos conceptos se extienden mas alla de los vectores en dos o tres
dimensiones, permitiendo trabajar en espacios de cualquier dimension, lo que resulta
util en disciplinas como la ingenieria, la economia, la fisica, la estadistica y la
informatica. Los espacios vectoriales proporcionan una base abstracta que facilita la
resoluciéon de problemas relacionados con sistemas de ecuaciones lineales,

transformaciones lineales y otros problemas geométricos y algebraicos.

En un espacio vectorial, los elementos basicos son los vectores, que se pueden sumar y
multiplicar por escalares, es decir, por nimeros reales o complejos, dependiendo del

contexto. Los axiomas que definen un espacio vectorial aseguran que estas operaciones




se realicen de manera consistente. Esto incluye propiedades como la conmutatividad y
la asociatividad de la suma de vectores, la existencia de un vector nulo y de un inverso
aditivo, asi como la distribucion de la multiplicacion escalar con respecto a la adicion
de vectores y escalares. Estas propiedades son fundamentales para poder manipular y

operar con vectores de manera sistematica.

Una de las ideas centrales de los espacios vectoriales es la nocion de subespacios. Un
subespacio es simplemente un subconjunto de un espacio vectorial que, a su vez, es un
espacio vectorial por si mismo, es decir, cumple con las mismas reglas de adicion y
multiplicacion por escalares que el espacio original. Los subespacios permiten
descomponer un espacio mas grande en partes mas simples y comprender mejor su
estructura. Estos subespacios pueden ser, por ejemplo, lineas o planos dentro de un
espacio tridimensional, y son fundamentales en el estudio de soluciones a sistemas de

ecuaciones lineales y en la teoria de transformaciones lineales.

Espacio Vectorial y Subespacios en R™2
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Grafico 2: Espacio y Subespacio vectorial.

Creacion propia.

El concepto de combinacion lineal es otro pilar en el estudio de los espacios vectoriales.

Una combinacion lineal de un conjunto de vectores es simplemente una suma




ponderada de esos vectores, donde los coeficientes son escalares. Este concepto es
esencial para entender como se pueden generar otros vectores a partir de un conjunto
dado de vectores. Un conjunto de vectores es generador del espacio vectorial si
cualquier vector dentro de ese espacio puede expresarse como una combinacion lineal
de esos vectores. Esto conduce a la nocion de base de un espacio vectorial, que es un
conjunto de vectores linealmente independientes que genera todo el espacio. La
cantidad de vectores en una base es la dimension del espacio vectorial, un concepto

clave en la clasificacion y analisis de los espacios.

Los espacios vectoriales tienen numerosas aplicaciones practicas en una amplia gama
de disciplinas. En la economia, por ejemplo, los espacios vectoriales se utilizan para
modelar sistemas de equilibrio en mercados, donde los vectores pueden representar
bienes o activos, y las combinaciones lineales pueden utilizarse para analizar los efectos
de los precios y la oferta. En la ingenieria, los espacios vectoriales permiten modelar y
analizar fenomenos fisicos como el movimiento, las fuerzas, las deformaciones de
materiales y las dindmicas de sistemas complejos. En fisica, el estudio de los espacios
vectoriales es esencial para entender fendmenos como los campos electromagnéticos,

la mecanica cudntica y la teoria de la relatividad, entre otros.

En estadistica y aprendizaje automatico, los espacios vectoriales permiten representar
datos complejos en espacios de multiples dimensiones, lo que facilita el andlisis de
grandes volumenes de informacion y la aplicacion de técnicas como la reduccion de la
dimensionalidad, el analisis de componentes principales (PCA) y la clasificacion de
patrones. Estos conceptos son esenciales en la construccion de modelos de prediccion
y en el andlisis de datos multidimensionales, que son fundamentales en la ciencia de

datos y la inteligencia artificial.

Los espacios vectoriales también tienen aplicaciones fundamentales en el
procesamiento de sefiales, la computacion grafica y la simulacién por computadora. En
graficos por computadora, por ejemplo, se utilizan transformaciones lineales para
manipular objetos en 2D y 3D, como rotaciones, traslaciones y escalados. De igual
manera, en la ingenieria de sistemas, los espacios vectoriales se emplean para modelar
sistemas dinamicos, donde las variables del sistema pueden representar cantidades
fisicas como velocidad, temperatura, presion o posicion, y las transformaciones lineales

ayudan a comprender como cambian esos valores a lo largo del tiempo.




En cuanto a la representacion de los espacios vectoriales, se pueden encontrar ejemplos
concretos de espacios como el espacio euclidiano, que es el conjunto de vectores de un
numero determinado de dimensiones, o los espacios de polinomios, donde los vectores
pueden ser polinomios de un grado especifico. Sin embargo, no todos los subconjuntos
de un espacio vectorial son subespacios. Por ejemplo, un conjunto de vectores que no
incluye el vector cero o que no es cerrado bajo la suma y la multiplicacion por escalares
no sera un subespacio, lo que sirve como un importante contragjemplo en el estudio de

los espacios vectoriales.

Espacio Vectorial y Subespacio (Plano) en 3D

Grafico 2: Espacio y Subespacio vectorial.

Creacion propia.

9.1. Definicion de espacio vectorial




Un espacio vectorial (también llamado espacio lineal) es un conjunto de elementos
llamados vectores, junto con dos operaciones: suma de vectores y multiplicacion por
escalares, que cumplen una serie de axiomas especificos. Estas operaciones se definen
sobre un campo, que cominmente es el de los numeros reales R, aunque también puede

ser el de los complejos C.

Formalmente, un conjunto V' es un espacio vectorial sobre un campo K si para cada par

de vectores u, v € VV y cada escalar a € K, se cumplen los siguientes axiomas.

Esquema general de la estructura de un espacio vectorial

lLv+wev
Suma de vectores
+:Vx V=V 2 a-vEV
.v+w=w+v
4. (a+ b)v=av+bv
5.1-v=v
Vv F

Multiplicacion escalar
FX V=SV

Grafico 3: Esquema general de la estructura de un espacio vectorial.

Creacion propia.

Los elementos que componen un espacio vectorial pueden ser de diferentes naturalezas:
e Tuplas (como en R™),
e Polinomios,
o Funciones continuas,
e Matrices,

o Soluciones de ecuaciones diferenciales lineales, entre otros.




9.2. Axiomas de espacio vectorial
Los ocho axiomas que definen un espacio vectorial aseguran que las operaciones
dentro del conjunto mantengan una estructura coherente. Estos axiomas son:

1. Cerradura bajo la suma: Siu, v €V, entoncesu + v € V.

2. Conmutatividad delasuma: u + v = v + u.

3. Asociatividad delasuma: (u + v) + w = u + (v + w).

4. Existencia del neutro aditivo: Existe 0 € V tal que v + 0 = v para todo v €

V.

5. Existencia del inverso aditivo: Para cadav €V, existe —v € V tal que v +

(-=v) = 0.

6. Cerradura bajo la multiplicacion escalar: Sia € Kyv €V, entonces a -

v evV.
7. Compatibilidad de la multiplicacion escalar: a(bv) = (ab)v.
8. Identidad escalar: 1 - v = v,donde 1 € K es el elemento identidad.

Estos axiomas se cumplen en todos los espacios vectoriales y son la base para definir

subespacios, bases, dimension, y mas.

Axioma Descripcion Ejemplo en B
Cierre suma Utvev L2) + (3,4) = (4,6)
Cierre mulfiplicacion escalar a-vev 2 X({1,2]=12,4)
Conmufatividad suma Uu+v=v+u (12 +(3.4) =1(3.4) + (1.2]
Asociatividad suma W+t w=u+ (V+w] ((1,2)+(3,4))+(5,6) = (1,2)+((3,4)+(5,0]))
Elemento neutro suma Existe Ofalque v+ 0=V (1,Z] + (0,0) = (1,2]
Elemento inverso suma Existe —vialque v+ (-v] =0 1,2] + (-1,-2] = (0,0)
Asociatividad escalar albv] = (ablv 2x(3x(12])=06x(12)
Distributividad escalar-suma alu+Vv]=au +av 2 X (1, 2]+(3,2)] = ZX(1,7] + ZX(3,4]
Distributividad escalar-esc (a+blv=av+bv 2+3) x (1,7) = Zx(1,Z) + 3X{1,2]
Elemento unidad escalar l-v=vVv 1 x(1,2) =1(1,2)

Gréfico 4: Tabla de axiomas del espacio vectorial con ejemplos en R?.

Creacion propia.

9.3. Subespacios




Un subespacio es un subconjunto de un espacio vectorial que es a su vez un espacio
vectorial respecto a las operaciones originales. Es decir, un subconjunto W < V es un

subespacio si:
o Contiene al vector cero de V,
e Escerrado bajo la suma de vectores,
e Escerrado bajo la multiplicacion escalar.

Esto quiere decir que, al sumar dos elementos de W, o al multiplicar uno por un escalar,

el resultado permanece dentro del subconjunto.
Por ejemplo:

« El conjunto de todos los vectores de la forma (x,0) € R? es un subespacio de

R2,

e El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 3 es un subespacio del

conjunto de todos los polinomios reales.

Visualizacién de un subespacio en B2 (linea que pasa por el origen)

—— Subespacio (linea)
—— \ectores en subespacio
71 —— Wectores fuera del subespacio

. 4)

. 2)

(-2,1) (1,1)

0 r. (2.0}




Grafico 5: Visualizacion de un subespacio como una linea que pasa por el origen en
RZ

Creacion propia.
9.4. Criterios para subespacios
En la practica, para verificar que un conjunto es subespacio, no es necesario revisar los
ocho axiomas, sino que basta con aplicar el siguiente criterio de subespacio:
1. El vector cero esta en el conjunto.
Cerradura bajo la suma: Siu, v € W, entoncesu + v € W.

Cerradura bajo la multiplicacion escalar: Sia € Kyv € W, entonces a -

v eW.

Este criterio se aplica, por ejemplo, para verificar que un conjunto de funciones

continuas o matrices simétricas es un subespacio.

Criterio de Subespacio en R?2

Subespacio W (linea que pasa por el origen) Conjunto U (linea que NO pasa por el origen)

— Lineaw — Linea U
® \Vector cero ® Vector cero
(4874.0
44 4
( A)
54 2 (17 1.5)
0, 1.0)
0.5)
> 0 > 0
-2 ,-2.0) -2 1
—4 o —4 |
-6 T T T T -6 T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X

Grafico 6: Diagrama del criterio de subespacio con ejemplos graficos en R2.

Creacion propia.




9.5. Ejemplos y contraejemplos
A continuacién, se presentan ejemplos de subespacios y también contraejemplos
(conjuntos que no son subespacios):
Ejemplos
« Ejemplo 1: El conjunto W = {(x,0) | x € R} en R? es un subespacio.

e Ejemplo 2: El conjunto de matrices simétricas de orden n con entradas reales

es un subespacio de My, (R).

e Ejemplo 3: El conjunto de funciones continuas en [0,1] es un subespacio del

conjunto de funciones reales en ese intervalo.
Contraejemplos

« Contraejemplo 1: {(x,y) €ER* | x +y =1} no es subespacio porque no

contiene al vector cero.

o Contraejemplo 2: {(x,y) € R* | x > 0} no es subespacio porque no es

cerrado bajo la multiplicacion escalar.

Comparacién entre Subespacio y Conjunto NO Subespacio en g2

Subespacio: Linea que pasa por el origen Conjunto NO subespacio: Linea desplazada
6 6
—— Linea (subespacio) —— Linea desplazada
® \ector cero @® \Vector cero
0, 4.0)
4 4
(Jor )
.0, 2.0}
2 2z
%0, 0.7)
- 0 - 0 i
.0,-1.4)
-2 -2
-4 -4
-6 : T . . -6 T . . T
-6 -4 -2 0 2z 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6




Grafico 7: Comparacion entre subespacio y conjunto que no lo es (linea que pasa por
el origen vs linea desplazada).

Creacion propia.

Enlaces Complementarios
Enlace 1:

A través de este video educativo se explican las propiedades de los espacios vectoriales
y como identificar subespacios con ejemplos graficos en dos y tres dimensiones.

Video explicativo sobre espacios vectoriales

Enlace 2:

Articulo académico sobre subespacios vectoriales y como se aplican en la teoria de
espacios funcionales y soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Articulo sobre subespacios vectoriales en aplicaciones

Términos Subrayados y Definiciones

Espacio vectorial: Conjunto con operaciones de suma y multiplicacion por escalar que

cumple una serie de axiomas algebraicos.

Subespacio: Subconjunto de un espacio vectorial que también es un espacio vectorial

con las mismas operaciones.

Referencias

e Anton, H., & Rorres, C. (2014). Algebra lineal con aplicaciones (102 ed.).
Wiley.

e Lay, D. C, Lay, S. R., & McDonald, J. J. (2016). Linear Algebra and Its
Applications (5. ed.). Pearson.




e Kolman, B., & Hill, D. R. (2005). Algebra lineal con aplicaciones (6.* ed.).

Pearson Educacion.

e Strang, G. (2016). Introduction to Linear Algebra (5. ed.). Wellesley-
Cambridge Press.

e Friedberg, S. H., Insel, A. J., & Spence, L. E. (2003). Algebra lineal (4.* ed.).

Pearson Educacion.

Recursos de Profundizacion

Articulo 1: Definicion y Axiomas de Espacios Vectoriales
Descripcion del enlace:

Este articulo presenta una explicacion detallada sobre qué es un espacio vectorial,
definiendo formalmente esta estructura algebraica fundamental. Se exponen los diez
axiomas que caracterizan a los espacios vectoriales sobre un campo, destacando la
importancia de cada uno para garantizar las propiedades necesarias en operaciones con

vectores. También se incluye un ejemplo bésico para ilustrar estos conceptos.
Autor: Carlos Mayorga

Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1 XfH3Vk sqVNarWEmM320220zoVYUsJK5¢g/view?u

sp=sharing

Articulo 2: Subespacios y Criterios para su Identificacion
Descripcion del enlace:

En este articulo se analiza el concepto de subespacio vectorial, como subconjunto que
hereda la estructura de espacio vectorial. Se detallan los criterios clave para determinar

si un subconjunto es un subespacio, con énfasis en la clausura bajo suma y




multiplicacion escalar, ademas de la inclusion del vector cero. Se incluyen ejemplos y

contragjemplos practicos para facilitar la comprension.
Autor: Carlos Mayorga

Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1TkMhhHsPA 16ZQruxCm1b9al. WTiadBUPR/view?u

sp=sharing

Articulo 3: Ejemplos y Contraejemplos de Espacios Vectoriales y Subespacios
Descripcion del enlace:

Este articulo explora ejemplos concretos de espacios vectoriales y subespacios que
aparecen en diversos contextos matematicos, tales como espacios de vectores, matrices,
funciones y polinomios. Asimismo, presenta contraejemplos importantes que no
cumplen con los axiomas, ayudando a delimitar conceptualmente estos objetos. Es un

recurso valioso para profundizar la comprension y evitar errores conceptuales.
Autor: Carlos Mayorga

Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1kBfFJ21ZaPxSu2 VH{C00x31r39phlABDL /view?usp=

sharing
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