é%%PUCE??ﬁtual

EDUCACION FLEXIBLE

Calculo i

Calculo de la integral doble

Clase 7

La excelencia no se improvisa

0000OO0



1. INTRODUCCION DE LA CLASE

Clase 7: Calculo de la integral doble

Las integrales dobles son herramientas extremadamente tiles, tanto en coordenadas
rectangulares como polares. ;Sabias que se aplican para calcular areas, volumenes, masas
e, incluso, para determinar centros de gravedad y centroides? También tienen

aplicaciones practicas, como calcular el caudal de fluidos utilizando la ley de Poiseuille.

Lo interesante aqui es que las coordenadas rectangulares y polares estan
interrelacionadas. Esto significa que puedes cambiar de un sistema de coordenadas al otro
si eso facilita el calculo de la integral. Por ejemplo, en situaciones donde la geometria del
dominio D de integracion tiene simetria circular, el cambio a coordenadas polares suele

simplificar muchisimo el trabajo.

En resumen, la eleccion entre coordenadas rectangulares y polares no es solo una
cuestion de preferencia, sino de estrategia. Adaptarse a la forma del dominio de

integracion puede marcar una gran diferencia en la eficiencia y claridad del calculo.

Reto # 2

7. Tema. Integrales dobles de funciones de dos variables independientes.

7.1. Calculo de integral doble de funciones en coordenadas cartesianas

El célculo de la integral doble en coordenadas cartesianas es una
herramienta esencial para analizar funciones de dos variables
independientes, ya que nos permite abordar problemas en dominios
bidimensionales de una manera estructurada y precisa. Segin N. Piskunov
(1977) en su Calculo Diferencial e Integral, Tomo 11, este método no solo
establece una base solida para el analisis matematico, sino que también

encuentra aplicaciones practicas en disciplinas como la fisica, la ingenieria



y las matematicas aplicadas, donde es crucial evaluar areas, volimenes y

otras propiedades relacionadas con regiones delimitadas en el plano.

Por otro lado, Thomas G. B. (2010), en su obra Cdalculo, resalta que las
integrales dobles en coordenadas cartesianas no solo proporcionan un
marco tedrico robusto, sino que también son herramientas poderosas para
resolver problemas reales, como el célculo de momentos de inercia, la
determinacion de masas en distribuciones de densidad variable y el

analisis de flujos de fluidos.

En este caso, exploraremos en detalle no solo la definicion y las
propiedades de las integrales dobles en coordenadas cartesianas, sino
también los procedimientos practicos que permiten su calculo. Ademas,
discutiremos como estas herramientas pueden aplicarse eficazmente en
diferentes contextos, desde resolver problemas cotidianos hasta abordar

desafios complejos en campos cientificos y tecnologicos.

7.1.1 Definicion y concepto geométrico

En general la integral doble de una funcion f(x,y) sobre una region D en el plano

xy se denota como:

b (rg2(x)
[y feoyda=[ 1] fey) aylds

a “Jgi(x)

donde dA representa el elemento diferencial de area, usualmente expresado como
dx dy, dependiendo del orden de integracion. Geométricamente, esta integral
representa el volumen del sélido que se encuentra por debajo de la superficie

definida por z=f(x,y) y por encima de la regién D en el plano xy.

7.1.2 Propiedades de la integral doble



I. Linealidad:
I c1lf10x, »)]dA + c2[f2(x, y)]dA
=c1ff, f1(x,y)dA+ c2ff, f2(x,y)dA
donde ¢!/ y c2 son constantes.

2. Aditividad respecto a la region: Si D puede dividirse en D/ y D2

(disjuntos), entonces:

Iy UfCo1dA = [f,,f o y)dA + [, f (x, y)dA

3. No negatividad: Si f{x,y)>0 para todos los puntos de D, entonces:

/I, f,y)dA>0

4. Cambio de orden de integracion: El orden de integracion puede

cambiarse en funcion de la region y la conveniencia para el calculo.

7.2.3 Calculo de la integral doble
El procedimiento de célculo implica:

1. Determinar la region de integracion: Identificar los limites de x y y

que describen D.

2. Elegir el orden de integracion: Evaluar primero respecto a x y

luego y, o viceversa. Por ejemplo:

b (rg2(x)
[y feoyda= [ 1] fey) aylds

91(x)



o bien:

d rh2(y)
[y feonda=[ 1 " fy) andy
c Jhi(y)
3. Evaluar las integrales iteradas: Resolver primero la integral interna

y luego la externa.
Ejemplol:

Calcular la integral doble de f{x,y)=x+y sobre la region rectangular D definida por
0=x<10 y 0<y=<20.

1. Definir la integral:

Si se elige el orden:

0<x<I0 0<y <20

[y Geenda=[ 1] Gty dyldx

2. Resolver la integral interna:

20 20 20 y2 20
[ ermdy= | xay+ | ydy=x[y]%°+[—]
0 0 0 2

0
= x[20 — 0] + [200 — 0] = 20x + 200

3. Resolver la integral externa:

10 10 2

10
x
f (20x + 200) dx = f dx = 20[7]})0 + 200[x ]3°
0 0

= 20[50 — 0] + 200[10 — 0] = 3000

20x dx + 200]

0

El orden que se elige no afecta el resultado de la integral, dependiendo del orden

elegido la complejidad en la solucion puede cambiar significativamente:



1. Definir la integral:

Si se elige el otro orden:

0<y<20 0<x <10

[y Geemda=[ 1] Gy daldy

2. Resolver la integral interna:

10 10 10 2 110
f (x+y)dx=f xdx+f ydle—l + y[x]5°
0 0 0 2 |
=[50 — 0] + y[10 — 0] = 10y + 50

3. Resolver la integral externa:

20 20 2

20
y
f (10y + 50) dy = f dy = 10[715° + 500y I&°
0 0

= 10[200 — 0] + 50[20 — 0] = 3000

10y dy + 50]

0

En este ejemplo se verifica que el orden de integracion no afecta el resultado, el

valor de la integral es 3000

La interpretacion geométrica en este caso, la funcidon z=x+y define un plano. La
integral doble calcula el volumen del sélido limitado por este plano y la region
rectangular en el plano x, y. Este enfoque geométrico es crucial para comprender

aplicaciones practicas.

Figura 1



Representacion grdfica del volumen delimitado en la parte superior por el plano
z=x+y, y en el plano x,y por su dominio D: x=0a x=10; y=0a y=20 con

Wolfram Mathematica, en formato GIF.
20

AT

Nota. Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica
Ejemplo 2:

Calcular la integral doble de f{x,y)=4-x>-y” sobre la region rectangular D definida
por 0<x<l y 0<y<3/2.

1.Definir la integral:

Si se elige el orden:

0<x<I 0<y<3/2

1 3/2
ffD<4—x2—y2)dA=f0[fo (4 - x2 - y?) dy]dx

2. Resolver la integral interna:



0 0 0 3
_4[3 0] 2[3 O] 27 ol = 3 2+39
~ 2 * 2 24 ]_ 2* T
a. Resolver la integral externa:

1,3 , , 39 3 5 3 x3 39
L(—Ex +§)d =—§f dx+—f dx——— —]0+—[x]

-3+ Fu-a=-3

El orden que se elige no afecta el resultado de la integral, dependiendo del orden

elegido la complejidad en la solucion puede cambiar significativamente:
1. Definir la integral:

Si se elige el otro orden:

0<y<3/2 0<x<I

3/2 ,1
[y x?=yda= || (4=x7 -y dxldy

2. Resolver la integral interna:

1 1 1 1 31
f(4—x2—y2)dx=4f dx—fxzdx—yzfdxzél[x]%,—l?l — y2[x]}
0 0 0 0 0

=l -0l -[;-0] -yl -0 = 524

a. Resolver la integral externa:



3

27 0]+113 0]_35
124 312 8

3
3/2 11 3/2 11 (2 y33 11 3
f (—yz +—)dy =f —y? dy+§f dy = -[Flg +5 DIg
0 0 0

En este ejemplo se verifica que el orden de integracion no afecta el resultado, el

valor de la integral es %

Figura 2

Representacion grdfica del volumen delimitado en la parte superior por el plano
z=4-x’-y?, y en el plano x,y por su dominio D: x=0a x=1,; y=0a y=3/2 con

Wolfram Mathematica, en formato GIF.

1.5

1.0
0.0 0.5
EjeY

Nota. Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica

Enlace 1. En el siguiente video se muestra la importancia de seguir un orden
establecido al momento de integrar funciones de dos variables, el resultado en uno

u otro orden no cambia el resultado final.

https://youtu.be/jgUn7itniwk?si=_ iy9Eqv86wYcOsJZ




7.1.4 Conclusion

El calculo de integrales dobles en coordenadas cartesianas es una técnica
poderosa para evaluar el comportamiento de funciones de dos variables en
regiones bidimensionales. Las obras de N. Piskunov (1977) y de Thomas G. B.
(2010) ofrecen bases solidas y ejemplos practicos que ilustran su aplicacion en
problemas reales. Con el dominio de esta técnica, es posible abordar una amplia
variedad de problemas en matematicas y ciencias aplicadas, por ejemplo, para el

calculo del centro de masa de una lamina con densidad variable.

En ingenieria mecénica y estructural, es comun analizar [dminas planas con
formas y densidades variables. Para determinar el centro de masa de una lamina
cuya densidad superficial varia segtn la posicion, se utilizan integrales dobles en

coordenadas cartesianas.
Ejemplo 3:

Consideremos una lamina triangular delimitada por el eje x, la recta x=1y la
recta y=2x en el primer cuadrante. La densidad en cada punto (x,y) de la lamina

esta dada por la funcion p(x,y)=6x+6y+6.

La masa total M de la lamina se calcula mediante:

M =[], p(x,y)dA

Dominio D: y varia en el intervalo [0 2x]; x varia en el intervalo [0 1]

M= [f, (6x+6y+6)dA

M= fl[fzx(6x + 6y + 6) dy]dx

Primero la integral interna:



2x 2
[ @x+ 6 + 6)dy = 6x 1 + 65 18" + 613"
0

2x
f (6x + 6y + 6)dy = 24x? + 12x
0
Segundo la integral externa:
1
M = f (24x? 4+ 12x )dx
0

x3

xZ

1o
1 1
M =24(3) +12(;) = 14

La masa total M de la lamina triangular de densidad variable p(x,y)=6x+6y+6 es 14

7.2. Calculo de integral doble de funciones en coordenadas polares

El célculo de la integral doble en coordenadas polares es una herramienta
esencial cuando se trata de estudiar funciones de dos variables,
especialmente en situaciones donde la region de integracion tiene una
simetria circular. En estos casos, trabajar en coordenadas cartesianas
puede ser complicado y poco eficiente, lo que hace que la conversion a
coordenadas polares sea no solo conveniente, sino necesaria. Esta técnica,
ampliamente desarrollada en los textos Cdalculo Diferencial e Integral,
Tomo II de N. Piskunov (1977) y Cdalculo de Thomas G. B. (2010), nos
permite simplificar enormemente el proceso de integracion al transformar
el sistema de coordenadas cartesianas al sistema polar, adecuado para

trabajar con dominios circulares.



Segun Piskunov (1977), la conversion a coordenadas polares no solo
simplifica los calculos, sino que también proporciona una mejor
comprension de la geometria del dominio de integracion. Por otra parte,
Thomas (2010) resalta como, al usar coordenadas polares, los elementos
diferenciales (como el area) se ajustan adecuadamente al sistema de

integracion, permitiendo un manejo mas eficiente de la integral doble.

En esta seccion, profundizaremos en como se realiza esta transformacion y
coémo la interpretacion geométrica de las coordenadas polares facilita la
resolucion de problemas practicos en diversas areas, como la fisica, la
ingenieria y la modelizacién matemadtica. Veremos como, al aplicar este
cambio de sistema, no solo simplificamos las integrales dobles, sino que
también resolvemos problemas que serian extremadamente complejos si

los trataramos con coordenadas cartesianas.

7.2.1 Transformacion a coordenadas polares

En el sistema de coordenadas polares, cualquier punto en el plano puede

representarse mediante un par de valores (7,6), donde:
Figura 3

Representacion grdfica de la relacion entre las coordenadas cartesianas y

polares en un plano bidimensional.



P(x.y)
P(r,0)

: « X
(x.0)

rextiytosr= 1y

a arclan( 24 }
x

x=r oos(0), y=r sen(0)

Nota. Tomado de https://images.app.200.¢l/3Tc7tVd1v40J3MN6A

o r es la distancia desde el origen hasta el punto.

o 6 es el angulo formado con el eje positivo x.
La relacion entre coordenadas cartesianas y polares esta dada por las ecuaciones:
x=rcost y = rsen6.
El elemento diferencial de area en coordenadas polares se expresa como:
dA=rdr df

Esto significa que, al transformar una integral doble de coordenadas cartesianas a

polares, la expresion general es:

/I, fG,y)dA = [[, f(rcosd, rsen®)rdrd

Esta transformacion simplifica los calculos en dominios con geometrias radiales o

circulares, que suelen ser complicados de manejar en coordenadas cartesianas.
Descripcion de la region de integracion
En coordenadas polares, la region de integracion D se describe mediante:

e Un intervalo para r, que indica la distancia radial desde el origen.



e Un intervalo para 6, que representa los angulos que delimitan el

sector angular.
Por ejemplo, si D es un circulo de radio a, se tiene:
O<r<a, 0<0<2n

Cuando D corresponde a un sector circular, los limites de d se ajustan al angulo
que abarca el sector, por ejemplo, a<6<f, donde a y S son los dngulos inicial y

final, respectivamente.

7.2.2 Procedimiento para calcular la integral doble

1. Transformar la funcién y la region: Se sustituyen las variables x y y
en la funcioén f{x,y) por sus equivalentes polares rcosf y rsen6, se debe

tomar en cuenta que » forma parte del diferencial de area.

2. Establecer los limites de integracion: Los limites de » y € dependen
de la region D. Estos limites suelen estar determinados por la geometria

del problema.

3. Evaluar las integrales iteradas: Se realiza primero la integral
respecto a 7 y luego respecto a €, o viceversa, dependiendo de la

configuracion.

Ejemplo 4

Calcular el volumen ¥ del cuerpo limitado por la superficie z=4 y el cilindro

x?+y?-2y=0), utilizando integrales dobles en coordenadas polares.

Superficies que limitan el cuerpo:

1. Plano horizontal: z=4z = 4z=4 — esto da la altura constante del
solido.

2. Cilindro: x>+y?-2y=0



Paso 1: Reescribir el cilindro
x2+y?-2y=0
x*+(y-1)°=1

Esto representa un cilindro circular en el plano xy, de radio 1 centrado en (0,1).

El volumen a calcular es el volumen del cilindro truncado a altura z=4
Paso 2: Coordenadas polares

x=rcos0, y=rsenb, X2y =1
La ecuacion del cilindro se convierte en:
r?2 — 2rsenf =0
r(r—2senf)=0
Soluciones:

r=0 r=2sent

Paso 3: Rango de 0

El circulo centrado en (0,1) est4 en la parte superior del plano xy, asi que para

barrer toda la region circular:

O varia en el intervalo [0,7]

Paso 4: Configuracion de la integral

La altura es constante z=4, por lo tanto, el volumen se calcula como:

T 2senf
V=[[, 4)dA :f [f (4) rdr]de

0

Paso 5: Resolver la integral



Primera integral (en r):

2

2senf
r
f (4) rdr = [7](2,56”9 = 8sen?d
0

Segunda integral (en 6):

T T ™ 1—cos26
V= f (8sen?0) do = 8f (sen?0) dO = 8f (T) do
0 0 0

=8fn(%) de—sfn(o;ze) 40 = 4[m — (1 — 1)] = 4n

Resultado final:
Por lo tanto, el volumen es 4 unidades cubicas.

El resultado es verificable mediante geometria basica, el volumen es un cilindro
con base circular de radio 1 y tapa circular de radio 1 plana horizontal paralela al

plano x,y con altura 4.
Volumen= Area * altura
Volumen= (mtr’ ) *4=4m
Figura 4

Representacion grdfica del volumen delimitado en la parte superior por el plano
z=4-x’-y?, y en el plano x,y por su dominio D: x=0a x=1; y=0 a y=3/2 con
Wolfram Mathematica, en formato GIF.

CLASE 7. volumen ejemplo 3.pdf

Nota. Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

Enlace 2. En el siguiente video se muestra un ejemplo de integracion de funciones

de dos variables en coordenadas polares.



https://youtu.be/yShPKFu4 VY?si=BAUu8hX0BmeObyXv

7.2.3 Ventajas de las coordenadas polares

1. Simplificacion de célculos: Las coordenadas polares son ideales
para problemas con simetria circular o radial, reduciendo la complejidad

de las expresiones algebraicas.

2. Flexibilidad: Permiten describir regiones complicadas de forma

sencilla, como sectores circulares o anillos.

3. Intuicion geométrica: Facilitan la comprension visual de los
dominios de integracion en problemas que implican curvas y regiones

circulares.

7.2.4 Aplicaciones en la vida real

El uso de coordenadas polares es comun en campos como la fisica y la ingenieria.
Por ejemplo, en electrostatica, se emplean para calcular campos eléctricos
generados por distribuciones de carga con simetria circular. Asimismo, son
esenciales en mecanica de fluidos para estudiar el flujo de liquidos en torno a

objetos cilindricos, ademas de placas circulares.
Ejemplo 5

Determinar la masa M de una placa redonda de radio R, si la densidad superficial p(x,y)

del material en cada punto P(x,y) es proporcional a la distancia del punto (X,y) al centro

de la placa, es decir, p(x,y) = k/x? + y?

Utilizamos coordenadas polares:



M = ffD p(x,y)dA = ffD p(rcosf,rsenf)rdrdb

M = ffD k/x? + y?dA = ffD p(rcosf,rsenf)rdrdf

El dominio de integracion D es el circulo x2? + y? < R? , entonces se encuentra

definido por:

0<r<R 0<0<2x

VX2 +y?=r
La densidad superficial en coordenadas esféricas quedaria expresada como:

p(x,y) = kr

M = ffD k/x?+ y?dA = ffD (kr)rdrd6

M = [[, kr?drde

2T R
M = f f kr?drdo
o Jo

Integramos primero la parte interna:
3
Jy kr2dr = k[ 18
R, 5. _ R
Jo kr?dr = k=

Integramos la parte externa:

21 R3
sz k—do
0 3



R3 21
M=k—f déo
3 0

M—zk R3
_3 1'[

Es la masa de la placa circular de densidad p(x,y) = ky/x? + y?

7.2.5 Conclusion

El calculo de integrales dobles en coordenadas polares es una herramienta valiosa
en matematicas y ciencias aplicadas. Su aplicacion simplifica problemas
complejos, especialmente en regiones con simetria radial. Los textos de N.
Piskunov y Thomas G. B. proporcionan fundamentos tedricos y practicos para
dominar esta técnica, promoviendo una comprension profunda de su importancia

en el analisis de funciones de dos variables.
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Definicion de los términos citados en la Clase 7

Perfil parabélico de velocidad (Definicion): Se refiere a la distribucion de velocidades
dentro de una tuberia, para el caso en que el flujo se considera laminar, su distribucion

corresponde a como se puede visualizar en el siguiente grafico.

Figura 5
Perfil de velocidades en una tuberia de seccion circular. Se puede apreciar que, en el

centro =0, la velocidad es maxima.

—_—

—

Nota. Tomado de http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/pfric.html




Centro de gravedad (Definicion): El centro de gravedad es un punto imaginario de un
cuerpo donde se considera que actua la fuerza de gravedad. También se le conoce como
centro de equilibrio, centro de balance. En el cuerpo humano, el centro de gravedad se

encuentra a la altura del ombligo.

Figura 6

Representacion grdfica del centro de gravedad del cuerpo humano

punto donde
todas las partes se equilibran.En el cual todo el peso
corporal se concentra y donde todos los planos del
cuerpo se intersectan unos a otros.

Nota. Tomado de:https://prezi.com/_irop3vdbqz8/centro-de-la-gravedad-del-cuerpo-

humano/
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