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1. INTRODUCCION DE LA CLASE

A diferencia de cuando hablamos de integrales dobles, que trabajan con funciones de dos
variables sobre un dominio de area D, y cuyo resultado podemos representar como el
volumen bajo la superficie de la funcién f{x,y). Cuando hablamos de integrales triples su
interpretacion cambia. El resultado de las integrales triples ya no tiene una representacién
geométrica, sin embargo, tiene gran significado fisico como distribucién de temperatura, flujo
de calor, calculo de masa de sé6lidos no homogéneos, centros de masa, momentos de inercia,
y distribucién de presién en fluidos.

Ahora bien, dependiendo de la complejidad del dominio V'y de la funcién f{x,y,z), el cambio
de variables a coordenadas esféricas f{r, 6,¢) o cilindricas f{r, 6,z), podria facilitar la solucion
de la integral.

Reto # 3
Clase 11: Calculo de la integral triple
11. Tema. Tema. Integrales triples de funciones de tres variables independientes.

11.1. Calculo de integrales triples de funciones en coordenadas
cartesianas

El calculo de integrales triples en coordenadas cartesianas es una
herramienta fundamental en el analisis matematico, especialmente para
evaluar volimenes y otras propiedades relacionadas con funciones de tres
variables independientes. Esta técnica se aplica ampliamente en diversas
areas, como la fisica, la ingenieria y las matematicas aplicadas, donde los
problemas suelen requerir una descripcién precisa de fendémenos
tridimensionales.

Los textos clasicos de N. Piskunov (1977) y Thomas G.B. (2010) abordan este
tema con un enfoque riguroso y sistematico, proporcionando a los
estudiantes y profesionales una base sdlida para comprender y aplicar estas
integrales en situaciones practicas. Ambos autores destacan laimportancia de
establecer correctamente los limites de integracion y de elegir el orden
adecuado para el calculo iterativo. Ademas, subrayan como las coordenadas
cartesianas, aunque bdsicas, son una herramienta poderosa para resolver
problemas cuando el dominio de integraciéon y la funcién se expresan
naturalmente en términos dex, y y z.




Esta metodologia no solo facilita la resolucién de problemas, sino que también
permite interpretar los resultados en contextos fisicos y geométricos,
reforzando la conexion entre las matematicas abstractas y sus aplicaciones
reales.

11.1.1 Definicion y Contexto

Una integral triple en coordenadas cartesianas permite integrar una funcién f{xy,z)
sobre una region tridimensional V del espacio. Matematicamente, se representa
como:

b rg2(x) rh2(xy)
IS, foy yav = j f j £y, 2) dzdydx

a Jgi(x) Yhi(xy)

Aqui, dx, dy, y dz representan diferenciales en las direcciones x, y, y z, respectivamente.
El dominio de integracion V se define mediante funciones y constantes que
determinan los limites en cada una de las variables.

11.1.2 Procedimiento General

El proceso para calcular una integral triple en coordenadas cartesianas consta de
varios pasos esenciales:

Definir el dominio de integracion: Se identifica V, que puede estar delimitado por
planos, superficies o regiones especificas en el espacio tridimensional. Este dominio
puede expresarse mediante desigualdades en las variables x, y, y =z

Establecer el orden de integracion: El orden de integracion puede ser dxdy dz, o
cualquier otra permutacion, dependiendo de la complejidad del dominio y la funciéon

fxy.2).

Configurar los limites de integracién: Los limites externos corresponden a la
primera variable a integrar y suelen ser constantes. Los limites intermedios e internos
pueden depender de wuna o mas variables integradas previamente.

Evaluar las integrales: Se realiza la integracion en el orden establecido, resolviendo
primero la integral interna, luego la intermedia, y finalmente la externa.

Ejemplo 1

Determinar la integral triple de la funcidn f{x,y,z)=xyz sobre el dominio de integracién
V que es un tetraedro limitado por los planos x+y+z=1, x=0, y=0, z=0.

Definir el dominio de integracion:




Figura 1

Representacidn grafica del dominio de integracion V

(x+y+z=1,x=0,y =0,z = 0) utilizando WolframMathematica , en formato
GIF.

CLASE 11, dominio V ejemplo1.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

e Definir el orden de integracidn: vamos a escoger dzdydx

b rg2(x) rh2(xy)
If, fe,y,z)av = f j f (xyz) dzdydx

g1(x) “hi(xy)

e Configurar los limites de integracién: partimos del dominio V
x+y+z=1entonces z=1—x—y
0<z<1-x-y
x+y+z=1-entoncesenelplanoxyenz=0 x+y=1Ly=1—x
O<sy=<1-x
y =1 — x, entonces para y=0; x=1

O<y=<1

1 ,rl1-x ,l-x-y
IIf, fGy,z)dv =ff j (xyz) dzdydx

e Evaluar las integrales:

Paso 1. Integracion respecto a z, se consideran constantes x,y:

1-x-y 1—x— 2
](1J—x—y — xy( }’)

72
zdz=xy[7 >

1-x-y
j (xyz) dzdydx = xy j
0 0

1-x-y 1
f (xyz) dzdydx = E(xy + x3y + xy3 — 2x%y — 2xy? + 2x%y?)
0

Paso 2. Integracidn respecto a y, se considera constante x:

Luego de factorar y sumar términos semejantes:




1-x 1
f E(xy +x3y + xy3 — 2x%y — 2xy? + 2x%y?)dy = [x(l —x)*
0

Paso 3. Integracidn respecto a x:

19 1] =% (1-x°]"
f24[x(1—x)4dx——ﬁ : — c 0

0 2 c

! 1 ([ O [@W> (@° 1
f(,ﬁ[x(l_x)4dx=_ﬁ{[ 5 6 ]_[ 5 6 ]}=_24 [_"]}

[ gt o0 e =~ - [} =555

Figura 2

Calculo de la integral triple en el orden dz dy dx utilizando la aplicacién Symbolab
(x+y+z=1,x=0,y =0,z = 0) utilizando Symbolab , en formato GIF.

integralde 0 a 1 de integral de 0 a 1-x de integral de 0 a 1-x-vy de (xyz)
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Soluciones Graficos Calculadoras  Geometria

Pasos de solucién (I unpasoalavez
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L
720

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.

Figura 3

Calculo de la integral triple en el orden dx dy dz utilizando la aplicacién Symbolab
(x+y+2z=1,x=0,y =0,z = 0) utilizando Symbolab , en formato GIF.
integral de 0 a 1 de integral de 0 a 1-z de integral de 0 a 1-y-z de (xyz)
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Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.

Figura 4

Célculo de la integral triple en el orden dy dx dz utilizando la aplicacién Symbolab
(x+y+z=1,x=0,y =0,z = 0) utilizando Symbolab , en formato GIF.

integral de 0 a 1 de integral de 0 a 1-z de integral de 0 a 1-x-z de (xyz)
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Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.




Ejemplo 2

Determinar los limites de integracién de la integral triple de la funcién f{xy,z)=yz
sobre el dominio de integracién V que es un cilindro x? + y? = 32, limitado por los
planos z=0, z=4.

Definir el dominio de integracion:

Figura 5

Representacién grafica del dominio de integracion V (x%+y? =32)
limitado por los planos z = 0,z = 4 utilizando WolframMathematica , en formato

GIF.

CLASE 11, dominio V ejemplo2.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

Definir el orden de integracion: vamos a escoger dz dy dx

b ~g2(x) h2(xy)
fffv f(x,y,z)dv =f f f (yz) dzdydx

g91(x) “hi(xy)

Configurar los limites de integracién: partimos del dominio V

0<z<4

x% +y? =32 entonces y? = 3% — x?, despejando y = +V32 — x2, en el plano xy en z=0, se

forma un circulo de radio 3, mitad superior representado por y = +v3? — x?2, mitad inferior
representado por y = —V32 — x?

VE xsys -2

y = +V3? — x?2, entonces para y=0; x=+13

-3sy<3

+V32—x2

1, sy = [ |

4
f (yz) dzdydx
—V32-xZ Jo




Ejemplo 3 (por resolver)

Calcular la integral triple de la funcién f{xy,z)=xz de forma analitica y utilizando

x? y zz ...
=4 PRy limitado

Symbolab sobre el dominio de integraciéon V que es un cono P

por el plano, z=4.
Ejemplo 4

Calcular la integral triple utilizando una aplicaciéon de calculo de integrales de la
funcion f{x,y,z)=x+y sobre el dominio de integracion V que es un sélido en el primer
octante limitado por las superficies x +y = 2; z =4 —y2.

Figura 6

Representacion gréfica del dominio de integracién V (x +y =2; z=4—y? enel
primer octante) utilizando WolframMathematica , en formato GIF.

CLASE 11, dominio V ejemplo4.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

Solucion:
Se puede utilizar el software utilizado en la clase 10

integral de 0 a 2 de integral de 0 a 2-x de integral de 0 a 4-y”2 de (x+y)

Figura 7

Célculo de la integral triple en el orden dzdydx utilizando la aplicacién Symbolab(
x+y=2; z=4—1y?enelprimer octante) utilizando Symbolab , en formato GIF.
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Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.

Enlace 1: En el siguiente enlace se encuentra un video con el ejemplo 4 bien detallado
sobre calculo de integrales triples en coordenadas cartesianas, para los graficos
utiliza GEOGEBRA.

https: outu.be/BO8iKxmSK-A?si=2EOPriEAq61Qnj6L
11.1.3 Aplicaciones Practicas

El calculo de integrales triples en coordenadas cartesianas tiene aplicaciones en fisica,
ingenieria y otras ciencias aplicadas. Un ejemplo comun es determinar la masa de un
objeto con densidad variable. Si una regién del espacio contiene un material cuya
densidad esta dada por p(x,y,z), la masa total M se calcula mediante:

M = [Il, oGy, v

Por ejemplo, para un bloque de dimensiones 1x2x3 y densidad p(xy,z)=x+y+z, el
calculo realizado anteriormente representa su masa.

3 2 (1
M=fffV p(x,y,z)dV=f0LL(x+y+z)dxdydz




11.1.4 Conclusion

El célculo de integrales triples en coordenadas cartesianas es un concepto
fundamental que permite evaluar volimenes y propiedades fisicas en espacios
tridimensionales, ofreciendo una base sélida para abordar problemas complejos en
matematicas aplicadas y ciencias fisicas. Este enfoque no solo es util para determinar
volimenes, sino también para calcular propiedades como la masa, el centro de masa,
y los momentos de inercia en s6lidos de diversas formas y composiciones.

La metodologia presentada por Piskunov (1977) y Thomas (2010) destaca la
importancia de comprender a fondo el dominio de integracién y el orden de los
limites, enfatizando cémo una adecuada configuraciéon de estos elementos puede
simplificar significativamente el proceso de calculo. Estos textos proporcionan
herramientas practicas y tedricas que permiten adaptar las integrales triples a una
amplia variedad de situaciones, desde aplicaciones académicas hasta problemas del
mundo real en dreas como la ingenieria y la fisica.

11.2. Calculo de integrales triples de funciones en coordenadas
cilindricas y esféricas.

El calculo de integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas es una
técnica esencial en matematicas aplicadas para resolver problemas
tridimensionales en dominios que poseen simetrias cilindricas o radiales.
Este enfoque es particularmente util cuando la geometria del problema o la
funcion a integrar se ajustan naturalmente a estas coordenadas, simplificando
significativamente el proceso de calculo y reduciendo la complejidad
algebraica en comparacién con las coordenadas cartesianas.

Los fundamentos y metodologias de estas integrales se describen con detalle
en los textos de N. Piskunov (1977) y Thomas G.B. (2010), quienes enfatizan
la importancia de comprender las transformaciones entre sistemas de
coordenadas. Por ejemplo, las coordenadas cilindricas son ideales para
dominios con simetria alrededor de un eje, como cilindros o conos, mientras
que las coordenadas esféricas son adecuadas para dominios con simetria
radial, como esferas o partes de ellas.

Ambos autores destacan como el cambio de variables a coordenadas
cilindricas o esféricas no solo simplifica la formulacién de los limites de
integracidn, sino que también facilita la interpretacién fisica y geométrica de
los resultados, haciendo de estas técnicas una herramienta versatil en areas
como la fisica, la ingenieria y la geometria aplicada.




11.2.1 Coordenadas Cilindricas
Definicion y Transformacion

En el sistema de coordenadas cilindricas, un punto en el espacio tridimensional se
representa mediante P(r,6,z), donde:

r es la distancia radial desde el eje z.
0 es el angulo medido en el plano xy respecto al eje x.
z es la coordenada vertical.

Figura 8

Representacién grafica de un punto P en coordenadas cilindricas, (captura de
pantalla) en formato GIF.

Z)

P, y, 2)
I:(r, 6, 2)

Nota. Fuente: https://openstax.org/books/c%C3%A1llculo-volumen-3/pages/2-7-
coordenadas-cilindricas-y-esfericas

La transformacién de coordenadas cartesianas a cilindricas se expresa como:
- - - 2 _ 2 2
x=rcosf y=rsenb, z=zZ. r°=x"+y

El elemento de volumen en coordenadas cilindricas esta dado por:




dV=rdrdfdz.
Evaluacion de la Integral

Una integral triple en coordenadas cilindricas tiene la forma general:

B 92(8) ph2(r6)
WIf, f£@r.6,2)av = f f f f(r,0,z) rdzdrd6

g1(8) “hi(r,0)

donde el volumen V es el dominio de integracion.

Esta representacion es especialmente util para calcular integrales en regiones
simétricas alrededor del eje z, como cilindros y conos.

11.2.2 Coordenadas Esféricas
Definicion y Transformacion

En coordenadas esféricas, un punto en el espacio se describe mediante P(p,6,¢),
donde:

e p esladistancia radial desde el origen.
e (es el angulo polar, medido desde el eje x.
e (@ es el dangulo azimutal, medido en el plano.

Figura 9
Representacion grafica de un punto P en coordenadas cilindricas, (captura de
pantalla) en formato GIF.




Z)\

P(x, y, 2)
P(p, 6, ¢)

X
Nota. Fuente: https://openstax.org/books/c%C3%A1llculo-volumen-3/pages/2-7-
coordenadas-cilindricas-y-esfericas
Las relaciones de transformacién son:
r=psen¢ x= psengcost y= psengseno Z= pcosep pt=r%+2z2

El elemento de volumen se escribe como:

dV = p?senpdedpdd

Evaluacion de la Integral

Una integral triple en coordenadas esféricas tiene la forma general:

h2(8) ~h2(p.0)

B
W, flp,6,9)dv = f f(p,6,9) p*senpdpdpdb
a 1o Jnip0)




Este enfoque es ideal para calcular volimenes de regiones esféricas o simétricas
respecto al origen.

Aplicaciones Practicas

El uso de coordenadas cilindricas y esféricas se extiende a una amplia variedad de
disciplinas, especialmente en la fisica, la ingenieria y las matematicas aplicadas. Estos
sistemas permiten abordar problemas complejos con simetrias especificas de manera
mas eficiente que con coordenadas cartesianas.

Coordenadas Cilindricas:
Las coordenadas cilindricas son ideales para analizar geometrias y
fendmenos relacionados con estructuras que poseen simetria alrededor de un
eje. Algunos ejemplos practicos incluyen:

e Diseiio de tuberias y conductos: Permiten modelar y optimizar
estructuras circulares, facilitando el andlisis del flujo de fluidos.

e Calculo de momentos de inercia: Se utilizan para determinar la
distribucién de masa y resistencia al giro en cilindros y discos.

e Distribucidén de calor: Son ttiles para estudiar como el calor se propaga
en objetos cilindricos, como cables o} tubos.

Coordenadas Esféricas:
Las coordenadas esféricas son particularmente ttiles para problemas que
involucran simetrias radiales. Ejemplos destacados incluyen:

e Modelado de campos gravitacionales y eléctricos: Permiten analizar
fuerzas radiales en planetas 0 estrellas.

e Calculo de masas y voliimenes planetarios: Facilitan la estimacion de
la distribucion de masa en cuerpos esféricos.

e Distribucion de presion en esferas liquidas: Son esenciales para
modelar el comportamiento de fluidos en depoésitos o gotas esféricas.

Estos sistemas no solo simplifican los calculos matematicos, sino que también
proporcionan una perspectiva intuitiva para visualizar y resolver problemas
tridimensionales en contextos reales.




Conclusion

El célculo de integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas es una
herramienta esencial para analizar y resolver problemas que involucran dominios
tridimensionales con simetrias especificas, como las cilindricas o radiales. Estas
técnicas no solo simplifican los calculos matematicos al adaptar el sistema de
coordenadas al problema en cuestion, sino que también proporcionan un enfoque
mas intuitivo para entender la geometria y la fisica del dominio.

Los textos de N. Piskunov (1977) y Thomas G.B. (2010) ofrecen una guia exhaustiva
sobre los fundamentos teoricos y las aplicaciones practicas de estas herramientas,
destacando como pueden emplearse para abordar problemas reales en disciplinas
como la ingenieria, la fisica y las ciencias aplicadas. Desde el calculo de volimenes y
centros de masa hasta la modelizacién de campos gravitacionales y eléctricos, estas
técnicas resultan fundamentales en la resolucion de problemas complejos.

Enlace 2: En el siguiente enlace se encuentra teoria y ejemplos detallados sobre calculo de
integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas.

15.5: Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas - LibreTexts Espaifiol
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Definicion de los términos citados en la Clase 11

Configurar los limites de integracion: La configuracién de limites se realiza de acuerdo al
orden de integracion que se haya escogido. En el ejemplo1, se presenta de forma detallada la
configuraciéon cuando el orden es dzdydx, sin embargo, las otras dos configuraciones
resueltas mediante software se tiene que conocer antes de su utilizacion:

Orden dx dy dz:
Partiendo de la superficie x+y+z=1, como la primera integral es respecto a x, despejamos x, lo
que nos lleva al primer limite x=1-y-z.

0<x< 1-y-z

La segunda integral es respecto a y, entonces la restriccion se encuentra en el plano yz, esto
se determina realizando x=0, la superficie queda y+z=1, entonces despejamos la variable y,
y=1-z,1o que nos lleva al segundo limite.

Osy<1-z

La tercera y ultima integral iterada es respecto a z, su valor se determina realizando y=0en la
ecuacion y+z=1 porque el minimo valor de y es 0, entonces z=1.

Osz=<1

1 pl1-z pl1-y-z
[If, fGy,2)dv = jj f (ty7) dxdydz

Evaluar las integrales: Se refiere a que una vez realizado la integracion, en ese resultado se
debe reemplazar los limites de integraciéon previamente calculados, siempre se inicia
reemplazando en el resultado el limite superior y se resta reemplazando en el resultado el
limite inferior, asi por ejemplo:

1—y—Z 1_y_Z xz 1—y—
f (xyz) dxdydz = yzf xdx = yz[7]0 v
0

0
(1-x-2)2 02

1-y-z
f (xyz) dzdydx = yz{ -—}
0 2 2
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