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1. INTRODUCCIÓN DE LA CLASE  
 

D
 f(x,y)

V  f(x,y,z)
 f(r, θ,φ)  f(r, θ,z)

 

Reto # 3 
 
Clase 11: Cálculo de la integral triple

11. Tema. Tema. Integrales triples de funciones de tres variables independientes. 
 

11.1. Cálculo de integrales triples de funciones en coordenadas 
cartesianas

 x, y z
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11.1.1 Definición y Contexto 

 f(x,y,z) 
V

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

 dx, dy, y dz x, y z

11.1.2 Procedimiento General 

 Definir el dominio de integración: V

x, y z

 Establecer el orden de integración: dx dy dz

f(x,y,z)

 Configurar los límites de integración:

 Evaluar las integrales:

Ejemplo 1 

 f(x,y,z)=xyz 
V x+y+z=1, x=0, y=0, z=0. 

● 
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Figura 1
 V  

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1, 𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = 0, 𝑧𝑧 = 0)  WolframMathematica 

Nota.

●  dzdydx 
 
 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

● o V 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1 𝑧𝑧 = 1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦

0≤ z ≤ 1-x-y 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1 xy 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 1 𝑦𝑦 = 1 − 𝑥𝑥

0≤ y ≤ 1-x 

𝑦𝑦 = 1 − 𝑥𝑥

0≤ y ≤ 1 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑥𝑥−𝑦𝑦

0

1−𝑥𝑥

0

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

● 

Paso 1. z, x,y: 

∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑥𝑥−𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∫ 𝑧𝑧

1−𝑥𝑥−𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥𝑥𝑥[ 𝑧𝑧

2

2 ]0
1−𝑥𝑥−𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 (1 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2

2

∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑥𝑥−𝑦𝑦

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

2 (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥3𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦3 − 2𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2)

Paso 2. y x: 
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∫ 1
2 (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥3𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑦𝑦3 − 2𝑥𝑥2𝑦𝑦 − 2𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥2𝑦𝑦2)

1−𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

24 [𝑥𝑥(1 − 𝑥𝑥)4

Paso 3.  x

∫ 1
24 [𝑥𝑥(1 − 𝑥𝑥)4

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = − 1

24 [   
(1 − 𝑥𝑥)5

5 −
(1 − 𝑥𝑥)6

6 ]
0

1

∫ 1
24 [𝑥𝑥(1 − 𝑥𝑥)4

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  − 1

24 { [ 
(1 − 1)5

5 −
(1 − 1)6

6 ] − [
(1 − 0)5

5 −
(1 − 0)6

6 ]}

∫ 1
24 [𝑥𝑥(1 − 𝑥𝑥)4

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  − 1

24 { [ 
(0)5

5 −
(0)6

6 ] − [
(1)5

5 −
(1)6

6 ]} = − 1
24 { [ 0] − [1

5 − 1
6]}

∫ 1
24 [𝑥𝑥(1 − 𝑥𝑥)4

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = − 1

24 { − [ 1
30]} = 1

720

Figura 2

dz dy dx
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1, 𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = 0, 𝑧𝑧 = 0  Symbolab 
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Nota.

Figura 3

dx dy dz
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1, 𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = 0, 𝑧𝑧 = 0  Symbolab 
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Nota.

Figura 4
dy dx dz

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1, 𝑥𝑥 = 0, 𝑦𝑦 = 0, 𝑧𝑧 = 0  Symbolab 

Nota.
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Ejemplo 2 

 f(x,y,z)=yz 
V 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 32

 z=0, z=4

● 
 
Figura 5

V (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 32) 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑧𝑧 = 0, 𝑧𝑧 = 4  WolframMathematica 

Nota.

●  dz dy dx 
 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑦𝑦𝑦𝑦)
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

●  V 

0≤ z ≤ 4 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 32   𝑦𝑦2 = 32 − 𝑥𝑥2,  𝑦𝑦 = ±√32 − 𝑥𝑥2, xy z=0
𝑦𝑦 = +√32 − 𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = −√32 − 𝑥𝑥2

−√32 − 𝑥𝑥2≤ y ≤ +√32 − 𝑥𝑥2 

𝑦𝑦 = ±√32 − 𝑥𝑥2  y=0;  x=±3 

-3≤ y ≤ 3 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑦𝑦𝑦𝑦)
4

0

+√32−𝑥𝑥2

−√32−𝑥𝑥2

3

−3
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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Ejemplo 3 (por resolver) 

f(x,y,z)=xz 

Symbolab 𝑥𝑥2

22 + 𝑦𝑦2

32 = 𝑧𝑧2

42

, z=4

Ejemplo 4  

f(x,y,z)=x+y V 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2;   𝑧𝑧 = 4 − 𝑦𝑦2

Figura 6 
 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2 𝑧𝑧 = 4 − 𝑦𝑦2

 WolframMathematica 

Nota.

Solución: 

Figura 7 
 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2 𝑧𝑧 = 4 − 𝑦𝑦2 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜  Symbolab 
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Nota.

Enlace 1:

https://youtu.be/BO8iKxmSK-A?si=2E0PriEAq6lQnj6L 

11.1.3 Aplicaciones Prácticas 

ρ(x,y,z) M

𝑀𝑀 =∭𝑉𝑉 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

1×2×3 ρ(x,y,z)=x+y+z

𝑀𝑀 =∭𝑉𝑉 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)
1

0

2

0

3

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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11.1.4 Conclusión 

11.2. Cálculo de integrales triples de funciones en coordenadas 
cilíndricas y esféricas.
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11.2.1 Coordenadas Cilíndricas 

Definición y Transformación 

P(r,θ,z)

● r z
● θ xy x
● z

Figura 8 
 

P 

Nota.

x=rcosθ  y=rsenθ,  z=z.    𝑟𝑟2 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 
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dV=r dr dθ dz. 

Evaluación de la Integral 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝑧𝑧)
ℎ2(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

ℎ1(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

𝑔𝑔2(𝜃𝜃)

𝑔𝑔1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

V

z

11.2.2 Coordenadas Esféricas 

Definición y Transformación 

P(ρ,θ,φ),

● ρ
● θ  x
● φ

Figura 9 
P 
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Nota.

r=ρsenφ x= ρsenφcosθ  y= ρsenφsenθ  z= ρcosφ 𝜌𝜌2 = 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

Evaluación de la Integral 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼
𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
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Aplicaciones Prácticas 

Coordenadas Cilíndricas: 

• Diseño de tuberías y conductos:

• Cálculo de momentos de inercia:

• Distribución de calor:

Coordenadas Esféricas: 

• Modelado de campos gravitacionales y eléctricos:

• Cálculo de masas y volúmenes planetarios:

• Distribución de presión en esferas líquidas:
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Conclusión 

Enlace 2:
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Referencias citadas en la Clase 11

Cartesian plane and navigation coordinate system in perspective

Cálculo volumen 3

Cálculo diferencial e integral: Tomo I
  

Cálculo: Varias variables
https://robertocastellanos.com/Libros/Calculo%20Varias%20Variables%20-
%20Thomas%2012Edicion.pdf 
- 

Coordinate axis on graph paper with origin highlighted

Mathematica
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Definición de los términos citados en la Clase 11 
 
Configurar los límites de integración: 

Orden dx dy dz: 
 x+y+z=1 x,

x=1-y-z

0≤ x≤ 1-y-z 
 

yz, 
 x=0 y+z=1,  y, 

y=1-z

0≤ y≤ 1-z 
 

z  y=0 e
y+z=1 y 

 
0≤ z≤ 1 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑦𝑦−𝑧𝑧

0

1−𝑧𝑧

0

1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Evaluar las integrales: 

∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑦𝑦−𝑧𝑧

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∫ 𝑥𝑥

1−𝑦𝑦−𝑧𝑧

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑦𝑦𝑦𝑦[ 𝑥𝑥

2

2 ]0
1−𝑦𝑦−𝑧𝑧

∫ (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)
1−𝑦𝑦−𝑧𝑧

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑦𝑦𝑦𝑦{

(1 − 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧)2

2 − 02

2 }
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