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1. INTRODUCCION DE LA CLASE (2 pérrafos)

La integral triple de una funcién f{x),z) sobre un dominio V que representa el volumen
limitado por una o mas superficies no tiene una representaciéon geométrica, sin embargo, la
integral triple cuando f{x,y,z)=1 sobre un dominio V si lo tiene, representa el volumen del

dominio.

El volumen Vdel dominio se puede determinar mediante coordenadas cartesianas, cilindricas
y esféricas cuando f{xy,z)=1, f(r,0,z) =10 f(p,6,¢9) = 1.

b ~g2(x) h2(xy)
V (En coordenadas cartesianas) = [f[, dV = f f f dzdydx

a Jg1(x) Jhl(xy)

B g2(0) h2(r0)

V (En coordenadas cilindricas) = [f[, dV = f rdzdrd®

a Jg1(8) Yhi(r,0)

h2(8) ~h2(p.8)

B
V (En coordenadas esféricas) = [f[, dV = f pZsenpdpdpd
a

Reto # 3

h1(8) ‘h1(p.0)

Clase 12: Calculo de volimenes mediante integral triple

12. Tema. Calculo de volimenes

12.1. Calculo de volumenes mediante integrales triples de funciones en
coordenadas cartesianas

El cédlculo de volimenes mediante integrales triples en coordenadas
cartesianas es una herramienta fundamental en el analisis matematico,
utilizada para determinar el volumen de una regioén tridimensional. Este
método, ampliamente aplicado en matematicas puras y aplicadas, se basa en
la generalizacién de la integral doble, extendida a tres dimensiones, lo que
permite evaluar integrales sobre dominios sélidos en el espacio.

La técnica se formula mediante la integral triple, utilizada para integrar
funciones de tres variables, y se define en coordenadas cartesianas, donde las
variables son x, y, z. Esta metodologia no solo se limita a calcular volimenes,
sino que también es empleada para determinar propiedades fisicas como la
masa, el centro de masa y los momentos de inercia de cuerpos
tridimensionales. A continuacién, los fundamentos de este procedimiento se
encuentran detallados en los textos de Piskunov (1977) y Thomas (2010),
quienes proporcionan una base tedrica sélida y ejemplos practicos que
ilustran su utilidad en diferentes contextos, como la ingenieria y la fisica.




12.1.1 Calculo de Volimenes en Coordenadas Cartesianas

Cuando se busca calcular el volumen de un sélido en el espacio tridimensional
mediante integrales triples, el procedimiento general implica la evaluacion de la
integral sobre el dominio especifico de la regién en cuestiéon

Ejemplo de Volumen simétrico

Ejemplo 1

Determinar el volumen de un elipsoide generado por la ecuacién:

XZ y2 ZZ

[ERRE

Definir el dominio de integracion:

Figura 1

2 2 2
Representacion grafica del dominio de integracién V (% + ;]_2 + Z_Z = 1) utilizando

WolframMathematica , en formato GIF.

CLASE 12,volumen ejemplol.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

Definir el orden de integracion: vamos a escoger dz dy dx

b ~g2(x) h2(xy)
V(En coordenadas cartesianas) = [f[,, dV = f dzdydx
a Jg1(x) “hi(xy)

Configurar los limites de integracion: partimos del dominio V

. . L/ . . x? 2z .
Primero: Partimos de la ecuacidn del elipsoide =7t 35/—2 ta2= 1, despejamos z en

funcién de xy

x2  yz ., . .
z=+43 |1 — = — = ; limite superior de z
12 52




xz  yz ., . .
z =-=3 |1 — = —=; limite superior de z
12 52

x2 y2 x2 yZ
-3 1—F—¥ <z< 43 I_F_¥

Segundo: Encontramos la ecuacion de la curva en el plano xy realizando z=0 en la
ecuacion del elipsoide.

= 1, despejamos y en funcién de x, obtenemos:

x2

y= +5 |1 — 1—2
y=+5 /1 - j—zz; limite superior de y
y=-5 /1 - j—zz; limite inferior de y

x2 x2

Tercero: Encontramos los valores de x, realizando y=0 en la ecuacién de la curva en
el plano xy
x? 02
reE=!

2

:—2 = 1, despejamos x, y obtenemos:

x=+1; limite superior de x

x=-1; limite inferior de x




-1<x<+1

e Evaluar las integrales:

+5 +3
V(En coordenadas cartesianas) = [f[,, dV = f f J f J = dzdydx
1__

Paso 1. Integracion respecto a z, se consideran constantes x,y:
x?2 2
3 [1- / x
f 1z 52 3 1- ?—5—2
x2 x2 y2
3 /1—1—2 =z —3 h-% %z

Paso 2. Integracidn respecto a y, se considera constante x:

La integracion se realiza mediante sustituciéon trigonométrica, utilizamos el software
Symbolab para su solucidn, el paso a paso encontramos en el siguiente enlace:

51 2 2

12 x y _ 2

-f—s 1_£[6 1—?—?]dy—15n(1—x)
12

Figura 2

Calculo de la integral 15m(1 — x?) respecto a y paso a paso en el siguiente enlace
utilizando el software Symbolab , en formato GIF.

A integral de-5sqrt(1-(x*2)/(172)) a 5sqrt(1-(x*2)/(172) de)6sart(1-(x*2)/(171)-
N2)1/(572




mbolab mQ lz i £ =

luciones Gréficos Calculadoras  Geometria  Herramientas

Soluciones > Calculadora de integrales triples > ® integral de-55qrt(1-(x"2)/(1 "2)) a Ssqrt(1 '(XAZ)/('I AZ) de)65qrt(1 -(XAZ)/('I"'I)-

s/ T2 ©
el -

Pasos Ejemplos <@ B
2
X

5\/1 :; 2
4o 5 1— =55 Q N

5

f 15n(1— )
X

---------------------------------- Ocultar pasos A =====-esemmeeee e eee e e e e———————
()

Pasos de solucién (I unpasoalavez
B

[/ Y
G oy 1-% PR

Saca rlacansrantﬂjﬁ flx)dx=a- J,w ) dix

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.

Paso 3. Integracidn respecto a x:

La integracion se realiza mediante software Symbolab, el paso a paso encontramos
en el siguiente enlace:

M integral de-1 a1 de 15pi(1-x72)

1
f 15m(1 — x?)dx = 201

-1

2 2 2
: . . 7z x z
Resumiendo, el volumen del elipsoide de ecuacion — + 35/—2 te=1les:

b rg2(x) h2(x)y)
V(En coordenadas cartesianas) = [[f, dV = f f f dz dy dx
a “gi(x) “hi(xy)

2 X2 y?
Jl__f+3\/1_1_2_5_2

X2 32
Jl‘— - J =75

V(En coordenadas cartesianas) = [[. f dv = ] f




V(En coordenadas cartesianas) = 207

Nota: El elipsoide es un volumen simétrico, tenemos férmula para calcular su
volumen:

x2 y2 ZZ
2tpta=!

Su volumen se calcula mediante la ecuacion:

4
Volumen (V) = §nabc
Contrastacion de resultado de cdlculo de volumen del elipsoide mediante
integral triple
Para la ecuacion de calculo de volumen del elipsoide mediante ecuacion

a=1 b=5 c=3

Volumen (V) = gn(l)(S)(B) = 207

El resultado calculado por la ecuacién ratifica el valor obtenido mediante
integral triple

Ejemplo 2
Determinar el volumen de una esfera de radio 3 generado por la ecuacion:

x2+y%2+22=32




e Definir el dominio de integracién:
Figura 3

Representacion grafica del dominio de integracién V (x2 + y? + z2 = 32 ) utilizando
WolframMathematica , en formato GIF.

CLASE 12,volumen ejemplo2.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

e Definir el orden de integracidn: vamos a escoger dz dy dx

b rg2(x) rh2(xy)
V(En coordenadas cartesianas) = [f[,, dV = f f dzdydx
a Jg1(x) “hi(xy)

e Configurar los limites de integracion: partimos del dominio V

Primero: Partimos de la ecuacién del elipsoide x? + y? + z? = 32, despejamos z en
funcion de x,y

z=432—x2—y2
z= +\/m; limite superior de z
z= —m ; limite superior de z
z=432—x2—y2

_/32_x2_y2 <z< + 32_x2_y2

Segundo: Encontramos la ecuacion de la curva en el plano xy realizando z=0 en la
ecuacion del elipsoide.

x% +y? + 02 = 32

x2 + y? = 32, despejamos y en funcién de x, obtenemos:




y = i /32 — x2
y = +Vv3?% — x?; limite superior de y
y = —V32 — x2; limite inferior de y

—V32— x2 <y < +/32— x2

Tercero: Encontramos los valores de x, realizando y=0 en la ecuacién de la curva en
el plano xy

x? = 32, despejamos x, y obtenemos:
x =43
x=+3; limite superior de x
x=-3; limite inferior de x

—-3<x<+43

e Evaluar las integrales:

+V32—x2 - +,/32—x2-y2
f dzdydx

3
V(En coordenadas cartesianas) = [[f, dV = f f
-3 —\/32—)62 —\/32—)62—]/2

Paso 1. Integracidn respecto a z, se consideran constantes x,y:

+md N e A I v S Spe
Nepmromra Z_[Z]—\/m_ 3T -xt -y
—-/32—x2-y




Paso 2. Integracidn respecto a y, se considera constante x:
Figura 4

La integracion se realiza mediante sustitucién trigonométrica, utilizamos el software
Symbolab para su solucién, el paso a paso encontramos en el siguiente enlace:

N integral de-sqrt(372-x72) a sqrt(372-x*2 de)2sqrt(322-x"2-y"2)

ST
f [24/3%2 —x2 —y2]dy = m(9 — x?)

—/32—x2

mbolub SOIQ i £ =

luciones afi Calculadoras Geometria  Herramientas
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1.2
2'3 .
Pasos Ejemplos < =@ B
2
X
4}0 f_‘/ 32__):2 2\/327.\’27.}'2 ay @ A
2
‘!T(() —X )
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(s2) Pasos de solucién (I unpasoalavez
L JaZ_2
B‘ f7,332_7x2 2 32—.\r2—y2 dy

an

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.

Paso 3. Integracidn respecto a x:

La integracion se realiza mediante software Symbolab, el paso a paso encontramos
en el siguiente enlace:

" integral de-1 a 1 de 15pi(1-x"2)

3 313
J (9 — x%) dx = 9In[x]3; — n[?] = 547 — 187 = 361




Resumiendo, el volumen de la esfera de radio 3 descrito por la ecuacién x2 + y? +
z? =32 es:

b rg2(x) rh2(xy)
V(En coordenadas cartesianas) = fffv dv = f f f dzdydx
a “gi(x) “hi(xy)

dzdydx

3 +V32—xZ +./32—x2—y2
V(En coordenadas cartesianas) = [[f, dV = f f f
—3J-4/32_ 2 _\/32_x2_y2

V(En coordenadas cartesianas) = 367

Nota: La esfera es un volumen simétrico, tenemos férmula para calcular su volumen:
x2+y?+2z2=R?

Su volumen se calcula mediante la ecuacion:

4
Volumen (V) = §T[R3

Contrastacion de resultado de cdlculo del volumen del elipsoide mediante
integral triple

Para la ecuacion de calculo de volumen del elipsoide mediante ecuacion
R=3
4
Volumen (V) = §7r33 = 36m

El resultado calculado por la ecuacioén ratifica el valor obtenido mediante
integral triple

12.1.2 Conclusion

El célculo de volimenes mediante integrales triples en coordenadas cartesianas es
una herramienta poderosa para determinar el volumen de sélidos en el espacio
tridimensional. Al extender el concepto de la integral doble a tres dimensiones, se
obtiene un método eficaz para calcular volimenes de objetos complejos




Enlace 1: En el siguiente enlace se encuentra ejemplos detallados sobre calculo de
volumen entre cilindro parabdlico y plano mediante integrales triples en
coordenadas cartesianas.

https://voutu.be/SMgWUcOVRQU?si=761 sKFO1vAfmSé6x

12.2. Calculo de volumenes mediante integrales de funciones en
coordenadas cilindricas y esféricas

El calculo de volumenes mediante integrales de funciones en coordenadas
cilindricas y esféricas es una extension del calculo en coordenadas cartesianas
que resulta particularmente til cuando se trabaja con dominios que poseen
simetria cilindrica o esférica. Este enfoque facilita la simplificacién de los
limites de integracion y el manejo de funciones que se describen mejor en
estos sistemas de coordenadas, ahorrando tiempo y esfuerzo en la resoluciéon
de problemas complejos.

En el caso de las coordenadas cilindricas, las variables r, 6, y z permiten
representar puntos en el espacio con base en un sistema que combina un
plano polar con una altura, lo que resulta ideal para analizar cilindros,
tuberias o regiones con simetria rotacional. Por otro lado, las coordenadas
esféricas, definidas por r, 6, y ¢, son especialmente adecuadas para estudiar
objetos con simetria radial, como esferas, casquetes esféricos o distribuciones
de masa en cuerpos celestes.

La metodologia para integrar en estos sistemas implica el uso de factores
diferenciales especificos, como rdrdfdz en coordenadas cilindricas y r2
senll¢p drdfd¢ en esféricas, lo que asegura una representacién precisa del
volumen bajo estudio. Tanto Piskunov (1977) como Thomas (2010)
profundizan en estas técnicas, ilustrando como estas coordenadas amplian el
alcance del calculo integral y ofrecen soluciones mas practicas y eficientes en
numerosos problemas de fisica, ingenieria y matematicas aplicadas.

12.2.1 Coordenadas Cilindricas
La transformacién de coordenadas cartesianas a cilindricas se expresa como:

x=rcosf y=rsenf z=z r? = x?+ y?




El elemento de volumen en coordenadas cilindricas esta dado por:
dV=rdrdfdz.

Evaluacion de la Integral

Una integral triple en coordenadas cilindricas tiene la forma general:

B r92(0) (h2(r,0)
f rdzdrdf

V(En coordenadas cilindricas) = [f[, dV = f

a Jg1(0) Yhi(r,0)

Ejemplo de Volumen en Coordenadas Cilindricas
Ejemplo 3

Utilizando integral triple en coordenadas cilindricas, calcular el volumen del cuerpo
limitado por las superficies:

z=0, x*+vy?=1, x+y+z=3

e Definir el dominio de integracidn:

Figura 5
Representacion grafica del dominio de integracion V (z=0; x> +y?> =1, x+y+z =
3 ) utilizando WolframMathematica , en formato GIF.

CLASE 12,volumen ejemplo3.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.

e Definir el orden de integraciéon: vamos a escoger rdzdrdf

g2(8) ~h2(r.0)
j rdzdrdf

B
V(En coordenadas cilindricas) = fffv dv = f
a Jg1(0) Yhi(r,0)




e Configurar los limites de integracidn: partimos del dominio V

Primero: Partimos de la ecuacion del plano; x + y + z =3 despejamos z en funcién
de xy

z = 3 — x — y; reemplazamos x=rcos6 y=rsen6
z =3 —rcosf —rsenf
z = 3 —rcosf — rsend ; limite superior de z
z = 0; limite superior de z
0<z< 3—rcosf —rsenf
Segundo: En el plano x,y se encuentra el circulo x? + y? = 1, el radio r=1
0<r<1
Tercero: Encontramos la variacion de 9:
0<6< 2m

e Evaluar las integrales:

V(En coordenadas cilindricas) = fffV dV = f

2w 1 3-rcosf@—-rsenf
f f rdzdrd6
0 0 Y0

Paso 1. Integracion respecto a z, se consideran constantes r, 6:

3—-rcos6—-rsenf
f dz = [z]377¢0s0-Tsenb = 3 _ rcosf — rsend
0

Paso 2. Integracidn respecto a r, se considera constante 6:

1
2 T3

jl(s 0 0)rdr = [Pt 1056 — |- 6=>_Lioso— Lsens
| rcosf — rsen 1‘7’—[2]0 [3]0005 3 Osen =5~ zcost —zsen




Paso 3. Integracion respecto a 6:

f2ﬂ(3 ! 0 ! 9)(19—32 ! 613" ! 013" =3
.2 5 €050 — zsen =52n 3[sen 15 3[ cosO ;™ = 3m

2m 1 3-rcosf@-rsenf
Volumen = [ff, dV = J J J rdzdrd6 = 3m
o JoJo

Figura 6

La integracion se realiza mediante sustitucion trigonométrica, utilizamos el software
Symbolab para su solucién, el paso a paso encontramos en el siguiente enlace:

M integral de 0 a 2pi de integral de 0 a 1 de integral de 0 a 3-rcostheta-rsentheta de

2w 1 3-rcosf@—-rsenf
([ rdadrds
0 0 Yo

Mmbolob MQ e i ya =

rheta

luciones Gréficos Calculadoras  Geometria  Herramientas

Soluciones > Calculadora de integrales triples > ® integral de 0 a 2pi de integral de 0 a 1 de integral de 0 a 3-rcostheta-rsenthel

T —reosf— 6
= ‘j(-]Q“[ fol J(-]S reosf —rsen d=drdd a n
'3 Pasos Ejemplos < @
x 21 o1 p3 (8) in(9)
j&) 'Nf-o 0 Fcos| Fsin rd_—(fr(fe Q D
3“ Y
Decimal
I 9.42477...
(32) | mmmmmmmmmmmmemmmmmmmmmmeeeeeoooeee Ocultar pasos A =====--eemmeeem e e e eem e ee———————
B Pasos de solucién (I vunpasoalavez

G J?_g_ﬁ;’_mm(n)_mm(e)rdzdrdﬂ

jg_ms(e)_rm(s)rd‘::r(frcns(ﬂ) — rsin(0) +3) v

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Symbolab.




12.2.2 Coordenadas Esféricas
Las relaciones de transformacion son:

r=psen¢ x= psengcoso y= psengsen® Z= pCosep p?=1r2+2z2
El elemento de volumen se escribe como:

dv = p%senpdpdpdd

Evaluacion de la Integral

Una integral triple en coordenadas esféricas tiene la forma general:

th(e) h2(p.0)

B
T, flp,6,9)av = f £(p, 6, 9) p2senpdpdpd®

h1(8) Jhi(p.0)

Ejemplo de Volumen en Coordenadas Esféricas
Ejemplo 4

Nota: El ejercicio del ejemplo 2 resuelto en coordenadas cartesianas tiene simetria
esférica, por tanto resulta mas eficiente resolver el ejercicio en coordenadas esféricas.

Determinar el volumen de una esfera de radio 3 generado por la ecuacion:
x%2+y? 422 =32
El radio de curvatura p, varia desde 0 hasta 3

El 4ngulo ¢ que se encuentra en un plano vertical, varia desde 0 hasta =, lo que
representa medio circulo vertical.

El angulo 6 que se encuentra en el plano horizontal xy, varia desde 0 hasta 2,
haciendo girar 360 grados al semicirculo vertical, formando una superficie esférica.

El volumen V de la esfera, resulta ser el dominio V de integraciéon si f(p,0,¢9) = 1 en
la siguiente integral:

h2(8) ~h2(p.0)

B
W, flp,6,9)dv = f f(p,6,9) p*senpdpdpdb
a Jh1e) Jnip0)




B h2(6) ~h2(p.6)
Volumen de la esfera = fffv dV = f pZsenpdpdpdd
a Jh1(8) ‘ri(p6)

2w, 3
Volumen de la esfera = f f f p?senpdpdpdo
o Jo Jo

Primero: Resolvemos la integral interna, respecto a p:

3 p3
f p?senpdp = semp[?]g = 9seng
0
Segundo: Resolvemos la integral intermedia, respecto a ¢:
1
f 9senpdp = 9[—cosp] § = 9[—cosm + cos0] =9[1+ 1] =18
0

Tercero: Resolvemos la integral externa, respecto a 0

2m

Volumen de la esfera = f 18d6 = 18[2m — 0] = 361
0

Nota:

El resultado del volumen de la esfera se ratifica utilizando coordenadas esféricas, la
integracion resulté mas facil debido a la simetria esférica y sus coordenadas.

Ejemplo 5

Utilizando integral triple en coordenadas esféricas, calcular el volumen del cuerpo
limitado por las superficies:

x2+y? 422 =4 y =x; y =+/3x z=0
Definir el dominio de integracion:

Figura 7

Representacion grafica del dominio de integracion V (x2 +y?+z2=4; y = x;
y =+/3x z = 0) utilizando WolframMathematica , en formato GIF.

CLASE 12,volumen ejemplo4.pdf

Nota. Fuente: Creacion del autor generada en Wolfram Mathematica.




e Definir el orden de integracidn: vamos a escoger rdzdrd6

h2(6) ~h2(p.0)
f pZsenpdpdpdd

B
V(En coordenadas esféricas = fffv dv = f
a Jn16) “hi(p,)

e Configurar los limites de integracion: partimos del dominio V

Primero: Partimos de las ecuacion de los dos planos verticales, el volumen entre las
superficies se encuentra en el primer octante, entonces el dngulo ¢ varia entre 0 y
/2

0<¢p<

NS

Segundo: En el plano x,y se encuentra la regién limitada por el circulo x2 + y? = 4,
lasrectas y, = V3x;y; = x . Derivando las ecuaciones de las dos rectas encontramos
la pendiente ( m = tan6 )de las dos rectas y encontramos los angulos 81 y 62 de las

dos rectas:
yi’=ml=tanf1 1=m1=tan61 01 = tan™' (1) =%
y2’=m2=tanf2 v3=m2= tan62 62 = tan™! (V3) = g
Tcp<l
4~ 73

Tercero: Encontramos la variacion del radio de la esfera de radio 2 p:

0<p<?2

e Evaluar las integrales:

7 (5 (2
V(En coordenadas esféricas) = fffv dV=f j;tfpzsen(pdpdedqo
o /7 Jo




Paso 1. Integracion respecto a p, se consideran constantes ¢, 9:

15 = seng[7]

P
3 3

2
f p2sengdp = seng|
0

Paso 2. Integracidn respecto a 8, se considera constante ¢:
T

f§(8 >d9—8 Qg_Zn
% 3sen<p = 3sen(p[ ]%— 5 seng

Paso 3. Integracidn respecto a ¢:
w

ff(lsen )d —Z—H[—cosﬁ]g—z—n
, 125 )P =g 0779

. z (3 (2 2
V(En coordenadas esféricas) = [[f, dV = f L f p’senpdpdfde = 5
o /T Jo

Enlace 2: En el siguiente enlace se encuentra ejemplos detallados sobre calculo de
de volumen entre dos esferas mediante integrales triples en coordenadas esféricas.

https://voutu.be /rgl KSNPfIKk?si=0fgyA9z-Me2N3Tbl

12.3 Conclusion

El calculo de volimenes mediante integrales triples en coordenadas cilindricas y
esféricas es una herramienta esencial para resolver problemas en dominios
tridimensionales con simetrias especificas. Estas técnicas simplifican el andlisis al
adaptar los limites de integracién y factores diferenciales a la geometria del
problema, facilitando la resolucion de escenarios complejos en matematicas
aplicadas, ingenieria y ciencias fisicas.

Las referencias de Piskunov (1977) y Thomas (2010) ofrecen una base sé6lida para
comprender y aplicar estas metodologias, destacando su utilidad practica en la
modelacion y andlisis de sistemas con simetria rotacional o radial. En conjunto, estas
herramientas demuestran la flexibilidad y potencia del calculo multivariable en la
resoluciéon de problemas del mundo real.
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Definicion de los términos citados en la Clase 12

Volumen simétrico: Es cuando un volumen puede ser generado por una curva directriz en un
plano y girada 360 alrededor de un eje generando un volumen.

Transformacion de coordenadas: El sistema de coordenadas cartesianas es el mayor uso en la
descripcion de un punto o ecuaciones por ser ortogonal y ortonormal, sin embargo no es el
unico sistema de coordenadas, y describir puntos o ecuaciones en un nuevos sistema puede
facilitar la solucién de problemas especialmente en ingenieria.
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