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1. INTRODUCCIÓN DE LA CLASE (2 párrafos) 
 

 f(x,y,z) V

f(x,y,z)=1

V 
 f(x,y,z)=1, 𝑓𝑓(𝑟𝑟, 𝜃𝜃, 𝑧𝑧) = 1 o 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑) = 1. 

𝑉𝑉 (𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑉𝑉 (𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
ℎ2(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

ℎ1(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

𝑔𝑔2(𝜃𝜃)

𝑔𝑔1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

𝑉𝑉 (𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

Reto # 3 
 
Clase 12: Cálculo de volúmenes mediante integral triple

12. Tema. Cálculo de volúmenes 
12.1. Cálculo de volúmenes mediante integrales triples de funciones en 
coordenadas cartesianas

 x, y, z
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12.1.1 Cálculo de Volúmenes en Coordenadas Cartesianas 

Ejemplo de Volumen simétrico 
Ejemplo 1 

𝑥𝑥2

12 + 𝑦𝑦2

52 + 𝑧𝑧2

32 = 1

● 
 
Figura 1

V  𝑥𝑥
2

12 + 𝑦𝑦2

52 + 𝑧𝑧2

32 = 1  
WolframMathematica 

Nota.

● dz dy dx 
 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

●  V 

Primero:  𝑥𝑥
2

12 + 𝑦𝑦2

52 + 𝑧𝑧2

32 = 1 z 
x,y 

𝑧𝑧 = ±3√1 −  𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 

𝑧𝑧 = +3√1 −  𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 z
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𝑧𝑧 = −3√1 −  𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 

−3√1 − 𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 ≤ 𝑧𝑧 ≤  +3√1 −  𝑥𝑥
2

12 − 𝑦𝑦2

52 

Segundo:  xy z=0

𝑥𝑥2

12 + 𝑦𝑦2

52 + 02

32 = 1

𝑥𝑥2

12 + 𝑦𝑦2

52 = 1 x

𝑦𝑦 = ±5√1 − 𝑥𝑥2

12 

𝑦𝑦 = +5√1 −  𝑥𝑥2

12 y 

𝑦𝑦 = −5√1 −  𝑥𝑥2

12  

−5√1 − 𝑥𝑥2

12 ≤ 𝑦𝑦 ≤ +5√1 −  𝑥𝑥2

12 

Tercero: x,  y=0 
xy

𝑥𝑥2

12 + 02

52 = 1

𝑥𝑥2

12 = 1 x

𝑦𝑦 = ±1

x=+1 x 

x=-1 x 
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−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ +1

● 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
+3√1− 𝑥𝑥

2
12 −𝑦𝑦2

52  

−3√1− 𝑥𝑥
2

12 −𝑦𝑦2
52 

+5√1− 𝑥𝑥
2

12  

−5√1− 𝑥𝑥
2

12  

1

−1

Paso 1. z, x,y: 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
3√1− 𝑥𝑥

2
12 −𝑦𝑦2

52 

−3√1− 𝑥𝑥
2

12 −𝑦𝑦2
52 

= [ 𝑧𝑧]
−3√1− 𝑥𝑥

2
12 −𝑦𝑦2

52 

3√1− 𝑥𝑥
2

12 −𝑦𝑦2
52 

= 6√1 − 𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 

Paso 2. y x: 

∫ [6√1 − 𝑥𝑥2

12 − 𝑦𝑦2

52 ]
5√1− 𝑥𝑥

2
12  

−5√1− 𝑥𝑥
2

12  
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 15𝜋𝜋(1 − 𝑥𝑥2)

Figura 2

 15𝜋𝜋(1 − 𝑥𝑥2) y
 Symbolab 



6

Nota.

Paso 3. x

∫ 15𝜋𝜋(1 − 𝑥𝑥2)
1

−1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 20𝜋𝜋

𝑥𝑥2

12 + 𝑦𝑦2

52 + 𝑧𝑧2

32 = 1

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑
+3√1− 𝑥𝑥

2
12 −𝑦𝑦2

52 

−3√1− 𝑥𝑥
2

12 −𝑦𝑦2
52 

+5√1− 𝑥𝑥
2

12  

−5√1− 𝑥𝑥
2

12  

1

−1
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𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 20𝜋𝜋

 
Nota: 

𝑥𝑥2

𝑎𝑎2 + 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2 + 𝑧𝑧2

𝑐𝑐2 = 1

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 (𝑉𝑉) = 4
3 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

Contrastación de resultado de cálculo de volumen del elipsoide  mediante 
integral triple 
 

a=1 b=5 c=3 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 (𝑉𝑉) = 4
3 𝜋𝜋(1)(5)(3) = 20𝜋𝜋

 
El resultado calculado por la ecuación ratifica el valor obtenido mediante 
integral triple 

 

Ejemplo 2 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 32
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● : 
 
Figura 3

 V ( 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 32 )  
WolframMathematica 

Nota.

●  dz dy dx 
 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

●  V 

Primero:  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 32  z
x,y 

𝑧𝑧 = ±√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 

𝑧𝑧 = +√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 z

𝑧𝑧 = −√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2  

𝑧𝑧 = ±√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 

−√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 ≤ 𝑧𝑧 ≤  +√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 

Segundo:  xy z=0

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 02 = 32

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 32 y x
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𝑦𝑦 = ±√32 −  𝑥𝑥2 

𝑦𝑦 = +√32 −  𝑥𝑥2 y 

𝑦𝑦 = −√32 −  𝑥𝑥2 y 

−√32 − 𝑥𝑥2 ≤ 𝑦𝑦 ≤ +√32 −  𝑥𝑥2 

Tercero: x  y=0
xy 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 32

𝑥𝑥2 = 32 x

𝑥𝑥 = ±3

x=+3 x 

x=-3; x 

−3 ≤ 𝑥𝑥 ≤ +3

● 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
+√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

−√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

+√32− 𝑥𝑥2 

−√32− 𝑥𝑥2 

3

−3

 

Paso 1. z, x,y: 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
+√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

−√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 
= [𝑧𝑧 ]−√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 = 2√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 
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Paso 2. y x: 

Figura 4

∫ [2√32 − 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 ]
√32−𝑥𝑥2 

−√32−𝑥𝑥2 
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜋𝜋(9 − 𝑥𝑥2)

Nota.

Paso 3. x

∫ 𝜋𝜋(9 − 𝑥𝑥2)
3

−3
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 9𝜋𝜋[𝑥𝑥]−3

3 − 𝜋𝜋 [ 𝑥𝑥
3

3 ]
−3

3
= 54𝜋𝜋 − 18𝜋𝜋 = 36𝜋𝜋
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Resumiendo, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 +
𝑧𝑧2 = 32

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
ℎ2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑔𝑔2(𝑥𝑥)

𝑔𝑔1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
+√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

−√32−𝑥𝑥2−𝑦𝑦2 

+√32− 𝑥𝑥2 

−√32− 𝑥𝑥2 

3

−3

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) = 36𝜋𝜋

 
Nota: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑅𝑅2

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 (𝑉𝑉) = 4
3 𝜋𝜋𝑅𝑅3

Contrastación de resultado de cálculo del volumen del elipsoide  mediante 
integral triple 
 

R=3 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 (𝑉𝑉) = 4
3 𝜋𝜋33 = 36𝜋𝜋

 
El resultado calculado por la ecuación ratifica el valor obtenido mediante 
integral triple

12.1.2 Conclusión 
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Enlace 1:

 
12.2. Cálculo de volúmenes mediante integrales de funciones en 
coordenadas cilíndricas y esféricas

r, θ z

r, θ, ϕ

r dr dθ dz r2 
sen⁡ϕ dr dθ dϕ

12.2.1 Coordenadas Cilíndricas 

x=rcosθ   y=rsenθ   z=z    𝑟𝑟2 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 



13

dV=r dr dθ dz. 

Evaluación de la Integral 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
ℎ2(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

ℎ1(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

𝑔𝑔2(𝜃𝜃)

𝑔𝑔1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

Ejemplo de Volumen en Coordenadas Cilíndricas 
Ejemplo 3 

z=0,  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1;  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3 

● 

Figura 5
V  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 =

3  WolframMathematica 

Nota.

●  rdzdrd𝜃𝜃 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
ℎ2(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

ℎ1(𝑟𝑟,𝜃𝜃)

𝑔𝑔2(𝜃𝜃)

𝑔𝑔1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼
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●  V 

Primero:  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 3  z
x,y 

 𝑧𝑧 = 3 − 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦  x=rcosθ  y=rsenθ 

𝑧𝑧 = 3 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑧𝑧 = 3 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 z

𝑧𝑧 = 0  

0 ≤ 𝑧𝑧 ≤  3 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

Segundo:  x,y 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 1 r=1 

0 ≤ 𝑟𝑟 ≤  1

Tercero: 𝜃𝜃: 

0 ≤ 𝜃𝜃 ≤  2𝜋𝜋

● : 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
3−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

0

1

0

2𝜋𝜋

0

Paso 1. z, r, 𝜃𝜃: 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
3−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

0
= [𝑧𝑧 ]0

3−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 3 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

Paso 2. r 𝜃𝜃: 

∫ ( 3 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)
1

0
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = [3𝑟𝑟2

2 ]0
1 − [𝑟𝑟3

3 ]0
1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − [𝑟𝑟3

3  ]
0

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 3

2 − 1
3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 1

3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
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Paso 3. 𝜃𝜃: 

∫ ( 32 − 1
3 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 1

3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)
2𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 3

2 2𝜋𝜋 − 1
3 [𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠]0

2𝜋𝜋 − 1
3 [−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ]0

2𝜋𝜋 = 3𝜋𝜋

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
3−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

0

1

0

2𝜋𝜋

0
= 3𝜋𝜋

Figura 6

 

∫ ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
3−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

0

1

0

2𝜋𝜋

0

Nota.
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12.2.2 Coordenadas Esféricas 

r=ρsenφ x= ρsenφcosθ  y= ρsenφsenθ  z= ρcosφ 𝜌𝜌2 = 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

Evaluación de la Integral 

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼
𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

Ejemplo de Volumen en Coordenadas Esféricas 
Ejemplo 4 

Nota:

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 32

El radio de curvatura ρ, varía desde 0 hasta 3

φ 𝜋𝜋

θ 𝜋𝜋

𝒇𝒇(𝝆𝝆, 𝜽𝜽,𝝋𝝋) = 𝟏𝟏

∭𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝜌𝜌, 𝜃𝜃, 𝜑𝜑)
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼
𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
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𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
3

0

𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋

0

𝜌𝜌

∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
3

0
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝜌𝜌3

3  ]0
3 = 9𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜑𝜑

∫ 9𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜋𝜋

0
= 9[−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐] 0𝜋𝜋 = 9[−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0] = 9[1 + 1] = 18

Resolvemos la integral externa, respecto a θ

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = ∫ 18𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

0
= 18[2𝜋𝜋 − 0] = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑

Ejemplo 5 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 4;  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥;  𝑦𝑦 = √3𝑥𝑥 𝑧𝑧 = 0 

● 

Figura 7

V  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 4 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝑦𝑦 = √3𝑥𝑥 𝑧𝑧 = 0  WolframMathematica 

Nota.
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● rdzdrd𝜃𝜃 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ2(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ1(𝜌𝜌,𝜃𝜃)

ℎ2(𝜃𝜃)

ℎ1(𝜃𝜃)

𝛽𝛽

𝛼𝛼

●  V 

Primero:
𝜑𝜑

𝜋𝜋

0 ≤ 𝜑𝜑 ≤  𝜋𝜋
2

Segundo: x,y 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 4
𝑦𝑦2 = √3𝑥𝑥 𝑦𝑦1 = 𝑥𝑥 

𝑚𝑚 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃1 𝑦𝑦 𝜃𝜃2

’=m1=tanθ1 1=m1= tanθ1 𝜃𝜃1 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡−1 (1) = 𝜋𝜋
4

’=m2=tanθ2 √3=m2= tanθ2 𝜃𝜃2 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡−1 (√3) = 𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
4 ≤ 𝜃𝜃 ≤  𝜋𝜋

3

Tercero: 𝜌𝜌: 

0 ≤ 𝜌𝜌 ≤  2

● 

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2

0

𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
4

𝜋𝜋
2

0
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Paso 1. ρ, φ, 𝜃𝜃: 

∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2

0
= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝜌𝜌3

3  ]0
2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[8

3 ]

Paso 2. θ 𝜑𝜑: 

∫ (8
3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
4

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 8
3 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝜃𝜃]𝜋𝜋

4

𝜋𝜋
3 = 2𝜋𝜋

9 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

Paso 3. 𝜑𝜑: 

∫ ( 𝜋𝜋
12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 )

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋

9 [−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ]0

𝜋𝜋
2 = 2𝜋𝜋

9

𝑉𝑉(𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒é𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) =  ∭𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
2

0

𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
4

𝜋𝜋
2

0
= 2𝜋𝜋

9

Enlace 2:

12.3 Conclusión 
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Referencias citadas en la Clase 12 
 

Cartesian plane and navigation coordinate system in perspective

Cálculo diferencial e integral: Tomo I
  

Cálculo: Varias variables
https://robertocastellanos.com/Libros/Calculo%20Varias%20Variables%20-
%20Thomas%2012Edicion.pdf 
- 

Coordinate axis on graph paper with origin highlighted

Mathematica

 

 
 
 
 
 
Definición de los términos citados en la Clase 12 
 
Volumen simétrico:

Transformación de coordenadas: 



La excelencia no se improvisa

síguenos

M
D

A
SC

 - 
04

 - 
25

1


