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INTRODUCCION DE LA CLASE

El estudio de las ecuaciones diferenciales de orden superior se enriquece
significativamente al incorporar métodos avanzados para la resolucion de ecuaciones
lineales no homogéneas y aquellas con coeficientes variables, ampliando el alcance y
la profundidad del analisis matematico. Entre las técnicas fundamentales destaca el
método de variacion de parametros, que permite determinar soluciones particulares
mediante la utilizacion de las soluciones homogéneas previamente conocidas. Este
método, caracterizado por su versatilidad y aplicabilidad en una amplia gama de
problemas, ofrece un procedimiento sistematico que supera las limitaciones de otros
enfoques cuando se enfrentan términos no homogéneos complejos o funciones no
elementales. De manera complementaria, el método de coeficientes indeterminados
constituye una estrategia eficaz y directa para resolver ecuaciones con términos no
homogéneos especificos y estructurados, facilitando la construccion de soluciones
completas a partir de la combinacion de la solucion homogénea y la particular, y
permitiendo un analisis mas agil en casos concretos y frecuentemente encontrados en

la practica.

Ademas, el andlisis de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables amplia el
espectro de problemas abordables en este campo, introduciendo casos donde la
dependencia de los coeficientes en la variable independiente complica la resolucion,
exigiendo técnicas especializadas. La ecuacion de Cauchy—Euler, un ejemplo
paradigmatico de este tipo, requiere un tratamiento diferenciado que aprovecha la
estructura particular de sus coeficientes para transformar el problema en una forma mas
manejable. La comprension y dominio de estos métodos avanzados no solo fortalecen
la base tedrica del analisis diferencial, sino que también son esenciales para la
modelacion precisa de fendmenos fisicos, ingenieriles y cientificos que involucran
sistemas dindmicos con caracteristicas no lineales o variables. Asi, el estudio integral
de estas técnicas amplia la capacidad analitica y practica para enfrentar y resolver
problemas complejos, consolidando un perfil profesional competente y versatil en el

ambito de las ciencias matematicas aplicadas.




Resultado o resultados de aprendizaje que sera abordado con el contenido de la

clase.

1) Comprender los conceptos fundamentales de las ecuaciones diferenciales y su
aplicacion en la resolucion de problemas de ingenieria y ciencias
computacionales.

2) Desarrollar habilidades para la resolucion de ecuaciones diferenciales de primer
y segundo orden con distintas técnicas.

3) Aplicar los conocimientos de ecuaciones diferenciales para la modelizacion de
fendmenos fisicos y su simulacion mediante técnicas numéricas en herramientas

computacionales.

Clase 11: Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior II

El estudio de las ecuaciones diferenciales de orden superior continiia profundizando en
técnicas avanzadas para la resolucion de problemas mas complejos, particularmente
aquellos que involucran términos no homogéneos y coeficientes variables. Entre los
métodos fundamentales para abordar estas ecuaciones se encuentra el método de
variacion de parametros, una técnica poderosa que permite encontrar soluciones
particulares en ecuaciones no homogéneas, incluso cuando las funciones del término
no homogéneo no son simples o cuando los coeficientes varian con la variable
independiente. Esta metodologia se basa en la construccion dindmica de soluciones
ajustando parametros que varian en funcion del tiempo o el espacio, lo cual tiene gran
relevancia en aplicaciones computacionales que simulan sistemas dindmicos con

entradas o fuerzas externas variables.

Complementariamente, el método de coeficientes indeterminados se utiliza
principalmente cuando el término no homogéneo tiene una forma particular
(polindmica, exponencial, trigonométrica, entre otras) que facilita proponer una
solucion tentativa con parametros a determinar. Este método resulta eficiente y
ampliamente utilizado en algoritmos computacionales para resolver ecuaciones
diferenciales en sistemas de control, procesamiento de sefiales y modelos fisicos que

exhiben respuestas especificas ante estimulos determinados.




Por otro lado, las ecuaciones con coeficientes variables y la ecuacion de Cauchy—Euler
representan casos especiales donde los coeficientes dependen explicitamente de la
variable independiente, lo que exige métodos adaptados para su solucion. La ecuacion
de Cauchy—Euler, con su caracteristica particular de coeficientes potencias de la
variable, aparece frecuentemente en problemas de mecanica, fisica aplicada y analisis
numérico, y su estudio es fundamental para desarrollar técnicas computacionales
capaces de manejar sistemas no lineales y con dependencia dindmica. En conjunto,
estos métodos forman un cuerpo tedrico robusto que, cuando se implementa en software
y algoritmos, facilita la simulacion, analisis y disefio de sistemas complejos en

ingenieria, inteligencia artificial, y ciencias aplicadas.

11.1. Método de variacion de parametros

El método de variacion de pardmetros es una técnica poderosa para resolver

ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de orden superior, de la forma
a,(xX)y™ +an—1D)y™ D + -+ a;(x)y" + ag(x)y = g(x) , donde g(x) #
0. Este método es especialmente 1til cuando el término no homogéneo g(x) no se
ajusta facilmente al método de coeficientes indeterminados, como en casos con
funciones exponenciales complejas, sinusoidales o no polinomicas. En aplicaciones
computacionales, su flexibilidad lo hace ideal para modelar sistemas dindmicos con
entradas externas, como en control automatico, procesamiento de sefiales y

simulaciones fisicas.

El método asume que la solucién particular y,(x) de la ecuacién no homogénea se
expresa como una combinacion lineal de las soluciones de la ecuacion homogénea
asociada, y1,¥,,...,¥n , pero con coeficientes variables: y,(x) = u;(x)y;(x) +
Uy (x)y,(x) + -+ + up (x)y, (x). Para una ecuacion de segundo orden, y” + p(x)y’ +

q(x)y = g(x), las funciones u; (x)yu,(x) se determinan resolviendo el sistema:
[uiyy + uzy, = 0l[uiy] + uzy; = g(x)]

Este sistema se resuelve usando el Wronskiano, W(yi,V,) = Y1¥3 — Y2V1 »
garantizando que las soluciones y; y y, sean linealmente independientes. Las

soluciones son:

y2(x)g(x) y1(x)g(x)

wle) = - W(y1,y2) " up(x) = W(y1,y2)




Integrando estas expresiones, se obtienen u, (x) y u,(x), y asi y,(x). En computacion,
este método se implementa en lenguajes como Python con bibliotecas como SymPy
para resolver analiticamente o SciPy para soluciones numéricas cuando g(x)es
complejo. Por ejemplo, en el modelado de vibraciones forzadas en sistemas mecanicos,
como un resorte con una fuerza externa variable, el método de variacion de parametros

captura la respuesta del sistema a entradas no periddicas.

En aplicaciones computacionales, este método es clave en el disefio de filtros digitales,
donde g(x) representa sefiales de entrada arbitrarias. En simulaciones de dindmica de
fluidos, se usa para modelar perturbaciones externas, resueltas numéricamente
mediante métodos como Runge-Kutta. En machine learning, las ecuaciones
diferenciales no homogéneas modelan dindmicas temporales en redes neuronales

continuas, con solvers ODE en frameworks como TensorFlow.
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Grafico 1: Representacion de la solucion particular obtenida por variacion de

parametros para una ecuacion no homogénea. Creacion propia.

El método es computacionalmente intensivo para ordenes altos debido a la integracion
de u;(x), pero su generalidad lo hace invaluable para sistemas complejos, como en el
control de robots o en simulaciones climaticas donde las entradas externas varian con

el tiempo.




En resumen, el método de variacion de pardmetros es una herramienta versatil para
resolver ecuaciones no homogéneas, con aplicaciones en simulaciones

computacionales y modelado de sistemas dindmicos.
Enlace 1:

https://www.youtube.com/watch?v=McSN9g7DbY A &pp=ygUXdHJhbnNmb3JtY W
RhIGRIIGxhcGxhY2U%3D

Este video explica de manera clara como aplicar la Transformada de Laplace para
resolver ecuaciones diferenciales, con ejemplos practicos. Ver en YouTube:

Transformada de Laplace en EDO

Descripcion del enlace: Este recurso visual ofrece una guia paso a paso para entender
la Transformada de Laplace en el contexto de EDO, ideal para reforzar los conceptos

tedricos.

11.1.1. Método de coeficientes indeterminados

El método de coeficientes indeterminados es una técnica eficiente para encontrar
soluciones particulares de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con
coeficientes constantes, de la forma a,y™ +a(n —1)y®™ D +...+ a,y' + agy =
g(x) , donde g(x) tiene una forma especifica, como polinomios, exponenciales o
funciones trigonométricas. Este método es mas simple que la variacion de parametros

cuando g(x) pertenece a una familia conocida de funciones.

El procedimiento consiste en proponer una solucion particular y, (x) cuya forma se

deriva de g(x) y sus derivadas. Las reglas basicas son:

e Si g(x) es un polinomio de grado k, se proponey,(x) = Apxk+ Ak —

Dx® D4t 4y
e Sig(x)=e@ sepropone ¥p(x) = Ae (@)
e Sig(x) = sin(fx) o cos(Bx), se propone y,(x) = Acos(Bx) + Bsin(fx).

e Si g(x) es una combinacion, se suma la forma correspondiente para cada

término.




Si un término de y,(x) coincide con una soluciéon de la ecuacion homogénea, se
multiplica por x™, donde m es la multiplicidad de la raiz correspondiente en la ecuacion
caracteristica. Los coeficientes se determinan sustituyendo y,(x)en la ecuacion

original y resolviendo el sistema resultante.

En aplicaciones computacionales, este método es eficiente para simulaciones rapidas.
Por ejemplo, en un sistema masa-resorte con una fuerza externa F(t) = Fycos(wt), la
ecuacion my" + by’ + ky = Focos(wt) se resuelve proponiendo y,(t) =
Acos(wt) + Bsin(wt), ajustando A y B para modelar la respuesta forzada. En Python,
SymPy automatiza este proceso, mientras que solvers numeéricos como odeint en SciPy

manejan casos con g(x) no analitico.
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Grafico 2: Solucion particular de una ecuacion no homogénea con término cosenoidal

usando coeficientes indeterminados. Creacion propia.

El método de coeficientes indeterminados, utilizado para resolver ecuaciones
diferenciales no homogéneas con coeficientes constantes, tiene aplicaciones
ampliamente reconocidas en areas clave de la computacion aplicada y la ingenieria.
Este método permite encontrar soluciones particulares cuando la funcién no homogénea

posee una forma especifica —como polinomios, exponenciales o senoidales—, lo que




lo convierte en una herramienta esencial para analizar sistemas forzados en diversos

contextos tecnologicos.

En procesamiento de senales, este enfoque se emplea para modelar la respuesta de
sistemas lineales a entradas periddicas, como sefiales sinusoidales, permitiendo el
disefio y analisis de filtros analogicos y digitales. Es fundamental, por ejemplo, para
determinar como un sistema reacciona ante sefiales contaminadas por ruido o
frecuencias no deseadas, siendo la base de algoritmos de eliminacion de interferencias

y mejora de la calidad de sefal.

En el campo del control automatico, el método se utiliza para disenar sistemas que
deben responder a referencias externas o entradas forzadas, como ocurre en el
seguimiento de trayectorias en robdtica. Al modelar el comportamiento de actuadores
o servomecanismos frente a sefiales deseadas, este método facilita la implementacion
de controladores que aseguren precision, estabilidad y respuesta rapida ante variaciones

externas.

Ademas, en simulacion de redes eléctricas, herramientas como SPICE (Simulation
Program with Integrated Circuit Emphasis) aplican este método para analizar circuitos
eléctricos sometidos a sefiales especificas, como fuentes de voltaje alterno, pulsos
rectangulares o rampas. Estas simulaciones permiten predecir con precision el
comportamiento de componentes electronicos, evaluar el disefio de sistemas embebidos

y optimizar el rendimiento energético en entornos computacionales.

Asi, el método de coeficientes indeterminados se posiciona como una técnica clave en
la interseccion entre la matematica aplicada, la computacion cientifica y la ingenieria,
proporcionando una base solida para la resolucion eficiente de problemas dinamicos

reales.




Comparacion de soluciones homogénea y no homogénea en un sistema mecanico forzado
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Grafico 3: Comparacion de soluciones homogéneas y no homogéneas en un sistema

mecanico forzado. Creacion propia.

El método es limitado a g(x) de formas especificas, pero su simplicidad lo hace ideal
para aplicaciones computacionales donde la eficiencia es clave, como en simulaciones

en tiempo real.

En conclusion, el método de coeficientes indeterminados es una herramienta practica
para resolver ecuaciones no homogéneas, con aplicaciones en simulacion, control y

procesamiento de senales.

11.1.2. Ecuaciones con coeficientes variables

Las ecuaciones con coeficientes variables, de la forma a,(x)y™ +a(n—
D)™ D + oo+ a;(x)y" + ag(x)y = g(x) , son mas complejas que aquellas con
coeficientes constantes, ya que los coeficientes dependen de x. Estas ecuaciones
modelan sistemas donde las propiedades cambian con la variable independiente, como
en estructuras mecanicas con rigidez variable o en sistemas opticos con indices de

refraccidn no uniformes.

Resolver estas ecuaciones analiticamente es desafiante, y a menudo se recurre a
métodos especificos o soluciones en series. Un enfoque comiin es asumir una solucion

en forma de serie de potencias, y(x) = Ya,x¥, sustituyéndola en la ecuacion y




resolviendo para los coeficientes a;. Este método es computacionalmente intensivo,
pero herramientas como MATLAB o SymPy automatizan el calculo, generando

soluciones aproximadas para sistemas complejos.

En aplicaciones computacionales, las ecuaciones con coeficientes variables se
resuelven numéricamente usando métodos como Runge-Kutta o métodos de elementos
finitos. Por ejemplo, en el modelado de vigas con rigidez variable, la ecuacion
EI(x)y"" 4+ q(x) = 0 describe la deflexion y(x), donde E y I(x) varian con x.

Software como ANSYS resuelve estas ecuaciones para optimizar disefios estructurales.

Deflexion de una viga con rigidez variable (coeficientes variables)
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Grafico 4: Deflexion de una viga con rigidez variable modelada por una ecuacion con

coeficientes variables. Creacion propia.

En fisica computacional, estas ecuaciones modelan ondas en medios no homogéneos,
como en sismologia, donde la velocidad de propagacion varia con la profundidad. En
machine learning, las ecuaciones con coeficientes variables describen dindmicas no

estacionarias, resueltas mediante solvers ODE en frameworks como PyTorch.




Simulacién numérica de ecuacién con coeficientes variables en medio no homogéneo
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Grafico 5: Simulaciéon numérica de una ecuacion con coeficientes variables en un

medio no homogéneo. Creacidon propia.

Otro enfoque es transformar la ecuacion en una forma més manejable, como en el caso
de la ecuacién de Cauchy-Euler, o usar métodos asintéticos para aproximaciones. En
computacion, estas técnicas se integran en simulaciones de alta precision, como en

dinamica de fluidos computacional (CFD).

En resumen, las ecuaciones diferenciales con coeficientes variables representan una
categoria esencial dentro del estudio de sistemas dinamicos complejos, ya que permiten
modelar comportamientos donde las propiedades internas del sistema —como masa,
resistencia, rigidez o velocidad de cambio— no permanecen constantes, sino que
dependen directamente de la variable independiente. Este tipo de ecuaciones es comun
en fenomenos reales donde el entorno o los parametros del sistema varian con el tiempo,

la posicion o alguna otra dimension fisica.

Debido a su complejidad, las soluciones analiticas son limitadas, por lo que su
tratamiento se apoya fuertemente en métodos numéricos computacionales, como los
esquemas de Runge-Kutta, diferencias o elementos finitos, los cuales permiten simular
con alta precision una amplia gama de escenarios practicos. Estas soluciones

computacionales han sido integradas con éxito en herramientas de simulacion




cientifica, frameworks de inteligencia artificial, y plataformas de andlisis de datos

dindmicos.

Gracias a estas capacidades, las ecuaciones con coeficientes variables tienen un impacto
directo en multiples disciplinas de ingenieria, computacion, bioinformatica, robdtica y
climatologia, siendo una base clave para desarrollar soluciones robustas y adaptativas

en entornos donde los sistemas no son estaticos, sino altamente sensibles a su contexto.
Enlace 2:

https://www.youtube.com/watch?v=Xi1QJeFi1JGJ8&pp=yeUVU31tUHkegeSBUcmFuc
27Zvem1hZGFz

Este tutorial muestra como usar SymPy para realizar calculos simbdlicos relacionados

con la Transformada de Laplace. Ver en YouTube: SymPy y Transformadas

Descripcion del enlace: Este video es un complemento practico para aprender a

implementar la Transformada de Laplace en Python con SymPy.

11.1.3. Ecuacion de Cauchy—Euler

La ecuacion de Cauchy—Euler, también conocida como ecuacion equidimensional,

tiene la forma a,x"y™ + a(n — 1)x@Vy®=D 4 ... 4 q,xy' + ayy =0 _ para la
version homogénea, o con un término g(x) para la no homogénea. Esta ecuacion es
comun en problemas con simetria radial, como en el analisis de vibraciones en discos

0 en ecuaciones de onda en coordenadas cilindricas.

Para resolver la ecuacion homogénea, se asume una solucién de la forma y(x) = x".

Sustituyendo en una ecuaciéon de segundo orden, ax?y” + bxy' + cy = 0, se obtiene

la ecuacion caracteristica a v(r — 1) + br + ¢ = 0. Las raices r; y 1, determinan las

soluciones:
« Raices reales distintas: y(x) = c;x™) + c,x("2),
o Raices reales repetidas (r;, =1, =7):y(x) = ¢;x" + c,x"In(x).

e Raices complejas (r=azxipf):ylx) = x“[clcos(ﬁln(x)) +
c;sin(Bin(x))].




Para la ecuacion no homogénea, se combina la solucion homogénea con una solucién
particular obtenida mediante variacion de parametros o coeficientes indeterminados,

dependiendo de g(x).

En aplicaciones computacionales, la ecuacion de Cauchy-Euler modela sistemas fisicos
con dependencia radial, como en actstica o dindmica de fluidos en tuberias. En Python,
SymPy resuelve estas ecuaciones analiticamente, mientras que solvers numéricos en

SciPy manejan casos no homogéneos complejos.

Solucién de ecuacion Cauchy-Euler con raices reales distintas
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Grafico 6: Solucion de una ecuacion de Cauchy-Euler homogénea con raices reales

distintas. Creacion propia.

La ecuacion de Cauchy—Euler, como caso particular de ecuaciones diferenciales con
coeficientes variables, posee una estructura matematica que aparece con frecuencia en
problemas que presentan simetria radial o logaritmica, lo cual la hace especialmente
util en aplicaciones de ingenieria y computacion. En ingenieria estructural, estas
ecuaciones se utilizan para modelar tensiones y deformaciones en estructuras
cilindricas o con geometrias circulares, como tubos de presion, columnas huecas o
componentes de turbinas. Al tratarse de sistemas donde las propiedades del material y
las fuerzas aplicadas varian con la distancia al centro, el uso de ecuaciones de tipo
Cauchy—Euler resulta matematicamente natural. Estos modelos se resuelven

comunmente utilizando métodos numéricos como el método de elementos finitos, y se




implementan en plataformas como COMSOL Multiphysics, que permiten simular el

comportamiento estructural bajo distintas condiciones fisicas y geométricas.

En el ambito de la computacion grafica, la ecuacion de Cauchy—Euler también
encuentra aplicaciones relevantes, especialmente en el modelado de efectos de
iluminacion radial y sombreados realistas en entornos 3D. Al renderizar escenas con
fuentes de luz puntuales o distribuidas radialmente, la variaciéon de la intensidad
luminosa con la distancia puede representarse mediante soluciones de este tipo de
ecuaciones. De este modo, el modelo matematico aporta una base continua y suave para
calcular degradados de luz y sombras, generando una estética visual mas coherente con
los principios fisicos de propagacion luminosa. Estas implementaciones pueden
integrarse en motores de renderizado como Unity, Unreal Engine o bibliotecas de
visualizacion como OpenGL, mediante shaders que simulan dinamicas de iluminacion

basadas en ecuaciones diferenciales.

Simulacién de vibraciones radiales modeladas por una ecuacion de Cauchy-Euler
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Grafico 7: Simulacién de vibraciones radiales modeladas por una ecuacion de

Cauchy-Euler. Creacion propia.

En machine learning, las ecuaciones de Cauchy-Euler aparecen en modelos con
simetria logaritmica, como en el andlisis de datos espaciales. Solvers ODE en

TensorFlow integran estas soluciones en redes neuronales continuas.




En conclusion, la ecuacion de Cauchy—Euler representa una herramienta fundamental
en el andlisis de sistemas donde los coeficientes varian proporcionalmente con la
variable independiente, como ocurre en modelos con simetria radial o escalamiento
logaritmico. Su estructura matematica permite describir fendmenos naturales y
artificiales de forma precisa, lo que la convierte en una ecuacioén clave en ingenieria

mecanica, procesos térmicos, y analisis estructural de cuerpos cilindricos o esféricos.

Ademas, en el contexto de la simulacion computacional, su soluciéon se implementa
mediante métodos numéricos avanzados —como los elementos finitos— en entornos
como COMSOL, ANSYS o MATLAB, permitiendo la representacion realista de
fuerzas, flujos y respuestas dindmicas. En areas emergentes como el aprendizaje
automatico continuo y la computacion grafica, sus principios también son reutilizados
para simular dindmicas que dependen del contexto espacial, como la propagacion radial

de senales, datos o iluminacion.

Por tanto, el dominio tedrico y computacional de esta ecuacién no solo enriquece el
enfoque clasico de las ecuaciones diferenciales, sino que también habilita a los
profesionales en computacion e ingenieria a resolver problemas complejos, optimizar
procesos y construir modelos mas precisos y adaptativos para aplicaciones en ciencia y

tecnologia avanzada

Definicion de los términos citados en la clase 11

e Método de variacion de parametros: Una técnica para resolver ecuaciones
diferenciales no homogéneas, donde la solucion particular se expresa como una
combinacion lineal de soluciones homogéneas con coeficientes variables,
determinados mediante el Wronskiano.

e Ecuacion de Cauchy—Euler: Una ecuacion diferencial lineal homogénea o no
homogénea con coeficientes de la forma a;x‘, comiin en problemas con simetria

radial, resuelta asumiendo soluciones de la forma y(x) = x".
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Recursos de Profundizacion

1. Laplace Transform and Its Applications in Engineering
Autor: Calor Mayorga

Descripcion: Este articulo explora las aplicaciones practicas de la
Transformada de Laplace en ingenieria, con un enfoque en sistemas de control

y procesamiento de sefiales.

Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1XwMrQepgUBAoxdG3_8arKROQfj7rN;_H/

view?usp=sharing

2. Symbolic Computation with SymPy: A Practical Guide
Autor: Carlos Mayorga
Descripcion: Este articulo detalla como utilizar SymPy para realizar calculos
simbolicos, incluyendo ejemplos de transformadas de Laplace y resolucion de
transformadas de Laplace y resolucion de EDO.
Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1 TyFnFHUNzcsC3 MVgHPGHtscvMhz8Ads/

view?usp=sharing

3. Linear Systems and Laplace Transforms
Autor: Carlos Mayorga

Descripcion: Este recurso profundiza en el uso de la Transformada de Laplace

para analizar sistemas lineales, con ejemplos relevantes para la computacion.

Enlace:
https://drive.google.com/file/d/1xEmS 1 XhbGnGrUG4HrwaOHnM3UbsAOIdh

/view?usp=sharing
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