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INTRODUCCION DE LA CLASE

El estudio de la Transformada de Laplace se profundiza en esta etapa con el analisis de
sus aplicaciones en la transformacion de derivadas e integrales, lo que permite una
mayor flexibilidad para resolver ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos
complejos. La propiedad que vincula la transformada de una derivada con la funcion
original resulta especialmente 1til para transformar problemas en los que intervienen
tasas de cambio, ya que simplifica la representacion matematica de los sistemas y
facilita su manipulacion algebraica. De manera analoga, la transformada de integrales
extiende el alcance de esta herramienta al permitir convertir operaciones integrales en
expresiones algebraicas manejables, consolidando la capacidad para resolver
problemas con condiciones acumulativas o efectos retardados. Estas propiedades
fundamentales amplian significativamente el espectro de problemas abordables y
optimizan los procesos de analisis y sintesis de soluciones en el ambito de las

ecuaciones diferenciales.

Ademas, la Transformada de Laplace ofrece un marco eficaz para el tratamiento de
funciones periodicas, permitiendo analizar sistemas con entradas repetitivas o sefales
que se repiten en intervalos regulares. Este aspecto es crucial en la ingenieria eléctrica,
la teoria de sefiales y el control automatico, donde el comportamiento periddico es
comun y su comprension es esencial para el disefio y andlisis de sistemas. Asimismo,
la inclusion de la funcion delta de Dirac en el estudio representa un avance significativo,
dado que esta funcidon generalizada modela eventos instantdneos o impulsos que son
frecuentes en la realidad fisica y tecnolédgica. La capacidad de incorporar y manipular
esta funcion dentro del formalismo de la Transformada de Laplace brinda una
herramienta poderosa para analizar respuestas impulsivas y fendmenos transitorios,
enriqueciendo asi el repertorio matematico disponible para la modelacion y resolucion
de problemas complejos. De esta manera, esta etapa del estudio consolida una
comprension avanzada y aplicada de la Transformada de Laplace, esencial para

enfrentar desafios matematicos y practicos en diversas areas cientificas y tecnoldgicas.




Resultado o resultados de aprendizaje que sera abordado con el contenido de la
clase.

1) Comprender los conceptos fundamentales de las ecuaciones diferenciales y su
aplicacion en la resolucion de problemas de ingenieria y ciencias
computacionales.

2) Desarrollar habilidades para la resolucion de ecuaciones diferenciales de primer
y segundo orden con distintas técnicas.

3) Aplicar los conocimientos de ecuaciones diferenciales para la modelizacion de
fendmenos fisicos y su simulacion mediante técnicas numéricas en herramientas

computacionales.

Clase 13: Transformada de Laplace II

La transformada de Laplace contintia siendo una herramienta fundamental en el analisis
y resolucidn de ecuaciones diferenciales, especialmente cuando se trabaja con sistemas
dinamicos complejos en ingenieria y computacion. En esta segunda parte del estudio,
se profundiza en aspectos avanzados de la transformada, tales como su aplicacion a
derivadas, integrales, funciones periddicas y la funcidén delta de Dirac, que amplian

significativamente su utilidad préctica.

El analisis de la transformada de derivadas y transformada de integrales permite
resolver ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales y evaluar sistemas con
memoria o retardos, facilitando la modelacion de procesos continuos y discretos en
simulacion computacional y control automatico. La capacidad de transformar funciones
periodicas mediante la transformada de Laplace posibilita el estudio de sefiales

repetitivas, esenciales en el procesamiento digital y en sistemas de comunicacion.

Finalmente, la inclusion de la funcidén delta de Dirac en este analisis habilita la
modelacion de impulsos ideales o eventos subitos, representando, por ejemplo, entradas
de choque en sistemas fisicos o sefales de disparo en circuitos electronicos. En
conjunto, estos conceptos conforman un conjunto robusto de herramientas matematicas
que fortalecen el desarrollo de algoritmos y soluciones computacionales para problemas

reales en ingenieria, fisica y ciencias de la computacion.




13.1. Transformada de derivadas

La transformada de derivadas es una de las propiedades mdas importantes de la

transformada de Laplace, ya que permite convertir ecuaciones diferenciales en
ecuaciones algebraicas, simplificando su resolucion en el dominio de la frecuencia. Para
una funciéon ( f (t)) con transformada de Laplace (F (s) =Lf (t)), la transformada de

su derivada se define como:
[Lf'(t) = sF(s) — f(07),][Lf"(t) = s*’F(s) —sf(07) — f'(07),]
[LF™ () = s"F(s) —s™1f(07) —s™2f(07) — - — fF=D(07). ]

Esta propiedad es fundamental en aplicaciones computacionales, ya que transforma
ecuaciones diferenciales de orden superior en polinomios en (s), que son mas faciles
de manipular. En el anélisis de sistemas dinamicos, como circuitos eléctricos o sistemas

mecanicos, esta propiedad permite resolver ecuaciones con condiciones iniciales no
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nulas. Por ejemplo, en un circuito RLC, la ecuacion diferencial (L 2T R L toi=

v(t))se transforma en:

[L(SZI(S) — 5i(07) — '(07)) + R(sI(s) — i(07)) + %1(5) = V(s),]

donde (I(s)) y (V(s)) son las transformadas de la corriente (i(t)) y el voltaje (v(t)).
En computacion, herramientas como MATLAB o Python (con SciPy) resuelven estas
ecuaciones algebraicas, permitiendo analizar la respuesta del sistema sin integrar

directamente en el dominio del tiempo.

En aplicaciones practicas, la transformada de derivadas se usa en control automatico
para disefar controladores PID, donde las condiciones iniciales modelan estados
iniciales de un sistema, como la posicion inicial de un motor. En procesamiento de
sefiales, esta propiedad facilita el andlisis de sistemas lineales invariantes en el tiempo

(LTT), implementados en bibliotecas como SciPy.signal para filtrado digital.




Transformada de Laplace de una Derivada en un Sistema Dinamico
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Grafico 1: Representacion de la transformada de Laplace de una derivada en un

sistema dindmico. Creacion propia.

En simulaciones computacionales, la transformada de derivadas es clave para modelar
transitorios en sistemas fisicos, como la respuesta de un resorte a una fuerza inicial. En
machine learning, se usa en redes neuronales diferenciales para modelar dindmicas

temporales, resueltas mediante solvers ODE en frameworks como TensorFlow.

En resumen, la transformada de derivadas simplifica el andlisis de ecuaciones
diferenciales, con aplicaciones en simulacion computacional, control y procesamiento

de senales.

13.1.1. Transformada de integrales
La transformada de integrales es otra propiedad fundamental de la transformada de
Laplace, que convierte integrales en el dominio del tiempo en operaciones simples en
el dominio de la frecuencia. Para una funcion ( f (t)) con transformada (F (s)), la
transformada de su integral es:

t

F(s
L f f(),dt; = Ql

0 s

Esta propiedad es especialmente util para modelar sistemas con acumulacion, como

acumuladores en circuitos eléctricos, sistemas de control o procesos fisicos con




memoria. Por ejemplo, en un circuito con un capacitor, la carga acumulada
(q(t) = fot i(‘[),d‘[) tiene transformada (Lq(t) = I(S—S)),donde(l (s) = Li(t)). Esto

permite analizar la acumulacion de carga sin resolver la integral directamente.

En aplicaciones computacionales, la transformada de integrales se usa en simulaciones
de sistemas con memoria, como en la modelacion de baterias en sistemas de energia
renovable. En Python, bibliotecas como SciPy.integrate aprovechan esta propiedad para
resolver ecuaciones integrales derivadas de ecuaciones diferenciales, optimizando el

analisis de sistemas dinamicos.

En control automaético, esta propiedad modela sistemas integrales, como en
controladores PI (Proporcional-Integral), donde la integral acumula el error para
eliminar el error en estado estable. En MATLAB, Simulink implementa estas dindmicas

para disefar sistemas de control robustos.

Transformada de Laplace de una Integral en un Sistema con Acumulacién
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Grafico 2: [lustracion de la transformada de Laplace de una integral en un sistema con

acumulacion. Creacidn propia.

En dinamica de fluidos computacional (CFD), la transformada de integrales modela la
acumulacion de flujo en tuberias, resuelta numéricamente en software como COMSOL.
En bioinformatica, se usa para modelar procesos acumulativos, como la acumulacion

de metabolitos en simulaciones metabolicas.




Simulacién de un Sistema con Acumulacién Modelado mediante la Transformada de Integrales
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Grafico 3: Simulacidon de un sistema con acumulacidon modelado mediante la

transformada de integrales. Creacion propia.

La transformada de integrales también es Util en machine learning para modelar
procesos con dependencia temporal, como en redes neuronales recurrentes (RNN)

continuas, donde la integral representa estados acumulados.

En conclusion, la transformada de integrales simplifica el analisis de sistemas con
acumulacion, con aplicaciones en simulaciéon computacional, control y modelado de

procesos fisicos.
Enlace 1:

https://www.youtube.com/watch?v=lhZY 0s31L1E&list=PLhSp90SVmeyKVpGhYpS
MkSkbohXDMrrHO

Este video explica los fundamentos del analisis numérico, incluyendo el andlisis de
errores y la estabilidad de métodos como Euler y Runge-Kutta. Ver en YouTube:

Introduccioén al Analisis Numeérico

Descripcion del enlace: Este recurso visual ofrece una explicacion clara y practica de
coémo los errores locales y globales afectan la precision de los métodos numéricos en

computacion.




13.1.2. Transformada de funciones periddicas

La transformada de Laplace de funciones periodicas es una herramienta poderosa para
analizar sefiales que se repiten en el tiempo, como ondas sinusoidales o cuadradas,
comunes en procesamiento de sefales, telecomunicaciones y sistemas de control. Para
una funcidén (f (t)) periddica con periodo (T), es decir, ( fe+T)=f (t)) , la

transformada de Laplace se expresa como:

[) e~stf(t), dt

1—e=sT '’

Lf(t) =

donde la integral se evalia sobre un solo periodo. Esta féormula surge porque la funcion
periddica puede representarse como una suma infinita de copias desplazadas, y la

transformada de Laplace suma estas contribuciones como una serie geométrica.

Por ejemplo, para una onda cuadrada con periodo (T), definida como (f(t) = 1)para
(0<t<T/2)y(f(t) =0)para(T/2 <t <T),latransformada es:

1 T/2 1 — o-sT/2
Lf(t) =————< _St, dt =————.
f(® s(1- e‘ST)j; € s(1—esT)

En aplicaciones computacionales, esta propiedad es crucial en el analisis de sefiales
periodicas, como en sistemas de comunicacion donde se modulan ondas cuadradas o
sinusoidales. En Python, bibliotecas como SciPy.signal implementan esta transformada
para disenar filtros que procesan sefales periodicas, como en audio o

telecomunicaciones.

En control automatico, la transformada de funciones periddicas modela entradas
ciclicas, como referencias sinusoidales en sistemas de seguimiento. En MATLAB, la
transformada se usa para analizar la respuesta en frecuencia de sistemas LTI a entradas

periodicas.




Transformada de Laplace de una Onda Cuadrada Periddica
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Grafico 4: Transformada de Laplace de una onda cuadrada periddica en el dominio de

la frecuencia. Creacion propia.

En simulaciones computacionales, esta propiedad facilita el analisis de vibraciones
periddicas en sistemas mecanicos, como en motores o turbinas, resueltas
numéricamente en software como ANSYS. En machine learning, las funciones
periddicas modelan patrones temporales, como en series temporales ciclicas, analizadas

mediante solvers ODE en TensorFlow.




Entrada: Onda Cuadrada Periddica
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Grafico 5: Respuesta de un sistema a una entrada periédica modelada con la

transformada de Laplace. Creacion propia.

La transformada de funciones periddicas es una herramienta crucial para analizar
sistemas que exhiben comportamientos ciclicos o repetitivos en el tiempo. Esta técnica
se utiliza para convertir funciones periddicas, como las sefiales sinusoidales, en un
dominio mas manejable, generalmente en el dominio de la frecuencia. Esto permite
estudiar la composicion espectral de la sefial y facilita la resolucion de problemas que

involucran ciclos repetitivos en diversos campos.

En procesamiento de sefiales, la transformada de funciones periddicas es fundamental
para el andlisis de sefiales de frecuencia constante, como las ondas portadoras en
sistemas de comunicacion o las senales moduladas. En el disefio de filtros digitales, por
ejemplo, la capacidad de analizar como una sefial periddica es modificada por un filtro
permite optimizar sistemas de transmision y mejorar la calidad de las sefiales en

aplicaciones como audio, video o telecomunicaciones.

En control automatico, la transformada de funciones periddicas se aplica para modelar
la respuesta de sistemas que estdn sujetos a entradas ciclicas u oscilantes. Esta
herramienta ayuda a entender cémo los sistemas responden a sefiales periddicas y a
disefiar controladores que optimicen el rendimiento del sistema ante tales entradas. En

simulaciones computacionales, la capacidad de modelar y simular sefiales periddicas es




crucial en el andlisis de sistemas dindmicos con comportamiento recurrente, como las

oscilaciones en sistemas mecanicos, electrénicos o térmicos.

13.1.3. Funcion delta de Dirac

La funcion delta de Dirac, denotada (S(t)), es una distribucion matematica que

modela un impulso instantdneo en (t = 0), con la propiedad ( fjooo 8(O)f(t),dt =

f (O)) para cualquier funcion continua (£(t)). Su transformada de Laplace es:
[£8(t) = 1.]
Para un impulso desplazado, (S(t - a)), con (a > 0), la transformada es:
[L&(t —a) = e %]

Esta propiedad es fundamental en el analisis de sistemas con entradas impulsivas, como
en circuitos eléctricos donde un impulso modela un cambio stbito de voltaje. En un
circuito RC, la respuesta a un impulso (S(t)) se obtiene transformando la ecuacion

1
RCs+1

diferencial (RC % + v, = 6(t)>,dando (Vc(s) = ), cuya inversa describe la

respuesta impulsiva del sistema.

En aplicaciones computacionales, la funcion delta de Dirac desempeia un papel crucial
en el procesamiento de sefiales, donde se utiliza para modelar eventos discretos o
impulsos ideales en diversas representaciones de datos. Por ejemplo, en audio digital,
la funcion delta puede representar eventos puntuales como clics o saltos en la sefial, que
son esenciales para la deteccion de cambios repentinos en la entrada de audio. En el
contexto de procesamiento de imdgenes, la delta se emplea para modelar picos de
intensidad o discontinuidades en la imagen, tales como bordes o puntos de interés. Estos

eventos se capturan con precision utilizando herramientas computacionales.

En Python, la biblioteca SciPy.signal permite simular la respuesta impulsiva de
sistemas, que es una aplicacion directa de la funcion delta de Dirac. La simulacion de
respuestas impulsivas es esencial para el disefio de filtros digitales. Estos filtros son
fundamentales en la eliminacion de ruido o en la mejora de la calidad de la sefial en
areas como telecomunicaciones y procesamiento de audio. Al aplicar un impulso

unitario (la funcion delta) al sistema, es posible obtener la respuesta temporal del




sistema, lo que ayuda a caracterizar su comportamiento y a disefiar filtros adecuados

para diversas aplicaciones.

En control automatico, la respuesta impulsiva de un sistema es un parametro clave para
analizar su estabilidad y comportamiento frente a perturbaciones. Esta respuesta se
obtiene aplicando un impulso al sistema y observando como responde a lo largo del
tiempo. Herramientas como MATLAB se utilizan para generar diagramas de Bode, que
permiten visualizar la respuesta en frecuencia del sistema y evaluar su estabilidad. Estos
diagramas son cruciales para el disefio y ajuste de sistemas de control, garantizando que

el sistema sea estable y responda adecuadamente a las sefiales de entrada.

La funcion delta de Dirac se ha consolidado como una herramienta esencial en diversas
ramas de la computacion aplicada, desde procesamiento de sefiales hasta control
automatico. Su capacidad para modelar eventos discretos e impulsos instantaneos
permite a los ingenieros y cientificos simular y analizar sistemas dinamicos con
precision. En procesamiento de sefiales, se utiliza para modelar y manipular eventos
repentinos en sefiales de audio e imagenes, mientras que, en control automatico, facilita
la evaluacion de la estabilidad de los sistemas mediante su respuesta impulsiva. El uso
de herramientas como SciPy en Python y MATLAB en ingenieria subraya la
importancia de la funcién delta como un puente entre la teoria matemadtica y sus

aplicaciones practicas.

Respuesta Impulsiva de un Sistema RC
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Grafico 6: Respuesta impulsiva de un sistema RC modelada con la funcién delta de

Dirac. Creacidn propia.




En el campo de la dinamica de fluidos computacional, la funciéon delta de Dirac se
utiliza para modelar perturbaciones puntuales en el flujo, tales como inyecciones de
fluido o fuerzas concentradas en puntos especificos del dominio. Esta aproximacion es
crucial para resolver problemas como la introduccion de un jet de fluido en un canal o
la simulacion de impactos en sistemas hidraulicos. En herramientas avanzadas como
COMSOL, Ia funcion delta permite representar de manera eficiente y precisa estos
eventos discretos sin la necesidad de una resolucion completa en toda la malla, lo que
optimiza el tiempo computacional y mejora la precision en la simulacion de fendémenos

dinamicos complejos.

En el ambito del aprendizaje automatico, la funcion delta se utiliza en modelos que
representan eventos discretos o cambios repentinos en sistemas dindmicos, como en las
redes neuronales de espigas (Spiking Neural Networks, SNNs). Estas redes, que
simulan la actividad de neuronas bioldgicas, dependen de impulsos puntuales o spikes
para transmitir informacion. La funcién delta modela estos impulsos ideales, lo que
permite la simulacion y entrenamiento de redes neuronales que emulan de manera mas
precisa el comportamiento del cerebro humano. Frameworks como PyTorch permiten
la implementacion de estos modelos, utilizando la funcién delta para representar la
activacion neuronal instantanea y facilitar el analisis de redes neuronales que se

comportan de manera mas esporadica y dindmica.

La funcion delta de Dirac es una herramienta fundamental tanto en la simulacion de
fenomenos fisicos como en el analisis de redes neuronales avanzadas, donde se
requieren representaciones de eventos instantaneos o impulsivos. En dinamica de
fluidos, su uso optimiza la resolucion de sistemas complejos, mientras que en machine
learning, ofrece una representacion matemadtica precisa para eventos discretos que
modelan el comportamiento dindmico de redes neuronales bioldgicamente inspiradas.
Asi, su aplicacion en estos campos resalta la flexibilidad y relevancia de la funcion delta

en la simulacion y modelado de sistemas computacionales avanzados.




Respuesta de un Sistema RC a una Entrada Impulsiva
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Grafico 7: Simulacion de un sistema con entrada impulsiva usando la transformada de

la funcion delta. Creacion propia.

En resumen, la funcién delta de Dirac y su transformada son esenciales para modelar
eventos instantaneos, con aplicaciones en simulacion computacional, control y analisis

de senales.

La funcién delta de Dirac y su transformada constituyen herramientas matematicas
esenciales para la representacion y andlisis de eventos instantaneos o impulsos ideales
en sistemas dindmicos. En simulaciéon computacional, permiten modelar fendmenos
que ocurren en tiempos muy breves, pero con efectos significativos, como impactos
mecanicos, sefiales de disparo en circuitos electronicos o eventos subitos en sistemas

fisicos.

En el &mbito del control automatico, la funcion delta se utiliza para estudiar la respuesta
de sistemas ante entradas instantaneas, facilitando el disefio y ajuste de controladores
que deben reaccionar rapidamente a perturbaciones repentinas. Asimismo, en el analisis

de senales, la transformada de Laplace aplicada a la funcién delta facilita la




interpretacion y procesamiento de sefiales de impulso, contribuyendo a técnicas

avanzadas de filtrado y modulacién.

Por tanto, la funcién delta de Dirac y su tratamiento mediante la transformada de
Laplace son fundamentales para la modelacion precisa y eficiente de sistemas reales,
integrando conceptos matematicos con aplicaciones practicas en computacion,

ingenieria y ciencias aplicadas.
Enlace 2:

https://www.youtube.com/watch?v=NyKTcYtoWNs&pp=ygVqbcOpdG9kb3MgbnVt
wblyaWNveyBwY XJhIGV]dWFjaW9uZXMgZGlmZ XJIbmNpY WxlcywgY29ulGV
gZW1wbG9zIHByw6FjdGljb3MgZ W4gc2ltdWxhY2lvbmVzIGNvbXB1dGFjaW9u
Y Wxlew%3D%3D

Este video profundiza en la estabilidad de métodos numéricos para ecuaciones
diferenciales, con ejemplos practicos en simulaciones computacionales. Ver en

YouTube: Estabilidad en Métodos Numéricos

Descripcion del enlace: Este recurso es ideal para entender como la estabilidad afecta
el diseno de algoritmos en problemas complejos de ingenieria y computacion.

Enlace destacado.

Definicion de los términos citados en la clase 13

e Transformada de derivadas: Propiedad de la transformada de Laplace que
convierte la derivada de una funcion (f (t)) en (SF s)—f (0')) (para la
primera derivada), simplificando la resolucion de ecuaciones diferenciales en el
dominio de la frecuencia.

e Funcion delta de Dirac: Una distribucion que modela un impulso instantaneo,
con transformada de Laplace igual a 1, utilizada para analizar respuestas

impulsivas en sistemas dinamicos.
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Recursos de Profundizacion

1. Simulacion de Errores por Series
Descripcion del enlace: Este simulador en Colab permite explorar como los
errores de truncamiento afectan el calculo de sumas de series y
aproximaciones de funciones. Puedes ajustar el nimero de términos en la serie
y ver como varia el error de truncamiento conforme afiades mas o menos

términos a la aproximacion.
Autor: Carlos Julio Mayorga Arias

Enlace:
https://colab.research.google.com/drive/1SdUwWkS7TWMCY J8bKBX4T6MQvz
65qVrOBT?usp=sharing

2. Simulacion Error en Geogebra
Descripcion del enlace: Este recurso interactivo en GeoGebra te permite
observar el error de truncamiento al aproximar integrales usando métodos
numéricos como la regla del trapecio o Simpson. Puedes variar el nimero de
intervalos y ver cdmo se ajusta la solucion y cémo el error disminuye o crece

segun el nimero de divisiones.
Autor: Carlos Julio Mayorga Arias

Enlace: https:// www.geogebra.org/m/bpkw9pff

3. Comparacion de Errores en Métodos Numéricos




Descripcion del enlace: Este simulador en Wolfram Alpha te permite
calcular el error de truncamiento cuando se utiliza un método numérico
para aproximar una solucioén. Puedes observar como el error cambia

dependiendo del numero de pasos o términos utilizados en la aproximacion.

Autor: Carlos Julio Mayorga Arias
Enlace:

https://colab.research.google.com/drive/1 CvsPwL5Z1R2rVDeK6wwltZ0c-

kDyFwHa?usp=sharing
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