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INTRODUCCION DE LA CLASE

Las ecuaciones diferenciales representan uno de los pilares fundamentales del analisis
matematico aplicado, dado que permiten modelar el comportamiento dindmico de
sistemas en campos tan diversos como la fisica, la biologia, la ingenieria y la economia.
Su clasificacion, basada en criterios como el grado, el orden, y la naturaleza de las
variables involucradas, proporciona un marco estructural esencial para su analisis.
Adicionalmente, las condiciones iniciales y de frontera delimitan el dominio en el que
se espera que una solucion tenga validez, mientras que la identificacion clara de
variables dependientes e independientes facilita una interpretacion precisa del
problema. La teoria de existencia y unicidad asegura, bajo ciertas condiciones, la
posibilidad de hallar una tunica solucion coherente para una ecuacion dada,
consolidando la confiabilidad del modelo matematico. Estos elementos teoricos forman
la base sobre la cual se construyen métodos de solucidon tanto analiticos como
cualitativos, permitiendo abordar una amplia gama de problemas con un enfoque

riguroso.

En esta linea, se abordan diferentes tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden
y sus métodos de solucion. El estudio inicia con el analisis del concepto de solucion, ya
sea en forma explicita o implicita, complementado con representaciones graficas como
campos direccionales e isoclinas que permiten realizar un analisis cualitativo del
comportamiento de las soluciones. Posteriormente, se examinan métodos especificos
de resolucién, como las ecuaciones con variables separables y las ecuaciones
homogéneas, cuyas condiciones particulares de estructura permiten aplicar estrategias
como la separacion de variables o sustituciones homogéneas. A continuacidn, se
profundiza en el estudio de las ecuaciones exactas, que se caracterizan por cumplir una
condicion de exactitud y cuya resolucion puede requerir la determinacion de un factor
integrante. Este factor, que transforma una ecuacién no exacta en exacta, se clasifica
segun su dependencia de las variables y desempefia un papel crucial en la integracion
de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales. La correcta identificacion y aplicacion de
estos métodos no solo permite resolver problemas tedricos, sino también enfrentar con
solvencia situaciones reales modeladas matematicamente, fortaleciendo asi la

capacidad analitica y practica del estudiante o profesional.




Resultado o resultados de aprendizaje que sera abordado con el contenido de la
clase.

1) Comprender los conceptos fundamentales de las ecuaciones diferenciales y su
aplicacion en la resolucion de problemas de ingenieria y ciencias
computacionales.

2) Desarrollar habilidades para la resolucion de ecuaciones diferenciales de primer

y segundo orden con distintas técnicas.

Clase 6: Ecuaciones Exactas y Factor Integrante

En el estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden, las ecuaciones exactas
representan una categoria especialmente relevante debido a su estructura matematica
bien definida, que permite la integracion directa de funciones potenciales. Estas
ecuaciones surgen cuando una relacion diferencial se puede derivar de una funcion
escalar F(x,y), lo cual garantiza que la solucién general puede obtenerse mediante
técnicas de integracion total. Este tipo de ecuaciones no solo simplifica el proceso de
resolucion en términos teodricos, sino que también facilita su implementacion
computacional, ya que puede automatizarse con relativa facilidad en entornos de

programacion simbolica y numérica como Python (SymPy), MATLAB o Mathematica.

Para que una ecuacién diferencial se clasifique como exacta, debe cumplirse una

condicion de simetria entre sus coeficientes parciales, expresada matematicamente

oM _ AN . L, .
como = = 2= Sin embargo, en muchos casos esta condicion no se satisface de manera

natural. En estos escenarios, se recurre al uso de un factor _integrante, una funcion

multiplicativa que convierte una ecuacion no exacta en exacta. El uso de factores
integrantes no solo amplia el conjunto de ecuaciones tratables mediante métodos
exactos, sino que también introduce una capa adicional de analisis computacional.
Detectar y aplicar correctamente un factor integrante requiere habilidades de célculo
simbolico y capacidad para automatizar procesos que, manualmente, serian altamente

laboriosos y propensos a error.

Desde la perspectiva de la ciberseguridad, las ecuaciones exactas y los factores

integrantes pueden aplicarse en la modelacion de sistemas donde las condiciones de




equilibrio son fundamentales, como en la deteccidon de puntos criticos en redes, analisis
de estados estables en sistemas criptograficos, o la formulacion de métricas de riesgo
que dependen de multiples variables interrelacionadas. Ademas, en simulaciones
dindmicas de amenazas o respuesta adaptativa, los factores integrantes permiten
incorporar condiciones externas (como actualizaciones de software o cambios en
politicas de acceso) que alteran el comportamiento original del sistema, volviendo el
modelo mas realista. Por tanto, el estudio de estas herramientas no solo refuerza el
conocimiento tedrico de las ecuaciones diferenciales, sino que aporta métodos practicos
para resolver problemas complejos en entornos computacionales y digitales en

constante evolucion.

6.1. Ecuaciones Exactas

Las ecuaciones diferenciales son herramientas fundamentales en matematicas
aplicadas, utilizadas para modelar fendmenos en fisica, ingenieria, biologia y otras
disciplinas. Dentro de este campo, las ecuaciones exactas representan un tipo especial
de ecuaciones diferenciales de primer orden que pueden resolverse mediante
integracion directa, siempre que cumplan con ciertas condiciones. Estas ecuaciones son
particularmente ttiles porque permiten encontrar soluciones explicitas sin necesidad de
métodos numéricos o aproximaciones, lo que las hace valiosas en problemas tedricos y

practicos.

Una ecuacion diferencial de primer orden se escribe generalmente en la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, donde M(x,y) y N(x,y) son funciones continuas. Si
esta ecuacion satisface una condicion especifica, conocida como condicion de
exactitud, se clasifica como exacta. En este caso, existe una funcion F(x, y), llamada
potencial, cuya derivada total es igual a la ecuacion diferencial, lo que permite

resolverla integrando. Este proceso simplifica la resolucién, ya que convierte el

problema en encontrar F(x,y) tal que g—i = Mo g—; = N.




Solucién de ecuacién exacta F(x,y)= x>+ xy + y>=C

|
w

Grafico 1: Representacion grafica de una ecuacion exacta en el plano (x — y).

Creacion propia.

Las ecuaciones exactas son comunes en aplicaciones practicas. Por ejemplo, en fisica,
pueden describir el movimiento de particulas bajo campos conservativos, como el
campo gravitacional. En ingenieria, modelan sistemas como circuitos eléctricos o flujos
de fluidos. La clave para trabajar con estas ecuaciones radica en identificar si son
exactas y, si no lo son, transformarlas en exactas mediante un factor integrante. Este
subtema introduce los fundamentos de las ecuaciones exactas, preparando el terreno
para explorar la condicion de exactitud, la determinacion del factor integrante y su

clasificacion.

El proceso de resolucion de una ecuacion exacta implica tres pasos principales: verificar
la exactitud, encontrar la funcién potencial F(x, y), e integrar para obtener la solucion
general. La solucion general se expresa como F(x,y) = C, donde (C) es una constante
arbitraria. Este enfoque es sistematico y se basa en propiedades matematicas
fundamentales, como la igualdad de derivadas parciales mixtas, que veremos en detalle

en el siguiente apartado.




6.1.1. Condicion de Exactitud

La condicion de exactitud es ¢l criterio que determina si una ecuacion diferencial de la
forma M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 es exacta. Para que esto ocurra, la ecuacion debe
ser la diferencial total de una funcidn potencial F (x, y). Matematicamente, esto implica

que:
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Dado que F(x,y) es una funcion con derivadas parciales continuas, las derivadas
cruzadas deben ser iguales, segun el teorema de Clairaut. Esto nos lleva a la condicion

de exactitud:

oM aN
oy ox

Si esta igualdad se cumple en una region donde M y N tienen derivadas parciales

continuas, la ecuacion es exacta. Por ejemplo, consideremos la ecuacion:
(2xy +y2)dx + (x2 + 2xy)dy =0
Aqui, M(x,y) =2xy+y* y N(x,y) =x%*+ 2xy . Calculamos las derivadas

parciales:

aM—Z + 2 aN—Z +2
oy XTLY T XA

oM _ 9N ., .
Dado que — = — 0, la ecuacion es exacta. Este paso es crucial, ya que confirma que
ay ox

podemos encontrar la funcién potencial.

Verificacién condicion de exactitud para My N
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Grafico 2: Verificacion de la condicion de exactitud para una ecuacion diferencial.

Creacion propia.

Enlace 1: https://www.youtube.com/watch?v=eGckWgbel w4

Este video proporciona una vision general sobre los sistemas de ecuaciones

diferenciales, incluyendo ejemplos y aplicaciones en ingenieria y ciencias aplicadas.

Descripcion del enlace: Un excelente recurso para profundizar en la teoria de sistemas

de ecuaciones diferenciales.

Si la condicion de exactitud no se cumple, la ecuacion no es exacta en su forma actual,
pero puede transformarse en una ecuacion exacta utilizando un factor integrante, como
veremos en el proximo apartado. Para resolver una ecuacidon exacta, integramos
M(x,y) con respecto a (x), manteniendo (y) constante, para obtener una parte de

F(x,y):
F(x,y) = fM(x,y) dx + g(y),

donde (g(y)) es una funcion arbitraria de (y). Luego, usamos la condicion

0

<£ = N(x, y)) para determinar (g(y)) . Alternativamente, podemos integrar

(N(x,¥)) con respecto a (), ajustando para (x). Este proceso asegura que la solucion

sea consistente, y la solucion general se escribe como F(x,y) = C.

Por ejemplo, para la ecuacion anterior, integramos M = 2xy + y?:

F(x,y) = f(ny +y?) dx = x*y + xy* + g(y)
Derivamos con respecto a (y):

oF
— 2 !
3y x“+2xy+g'(y)

Igualamos con N = x? + 2xy:

x* +2xy+ g'(y) = x% + 2xy,




lo que implica (g’(y) = 0), porlo que (g(y) = C,) . Asi, F(x,y) = x*y + xy* + C,

, y la solucion general es:
x’y + xy? =C.

Este método es sistematico y aplica a cualquier ecuacion exacta, siempre que se cumpla

la condicion de exactitud.

6.1.2. Determinacion del Factor Integrante

Cuando una ecuacion diferencial no cumple la condicion de exactitud, no es exacta en
su forma original. Sin embargo, es posible transformarla en una ecuacion exacta
multiplicandola por una funcidon conocida como factor integrante. Un factor integrante
es una funcion p(x, y) tal que, al multiplicar la ecuacion M(x,y) dx + N(x,y) dy , la

ecuacion resultante:
n(x, y)M(x,y) dx + p(x,y)N(x,y) dy = 0,
cumple la condicion de exactitud:

o(pM)  a(pN)
dy  ox

Transformacion a ecuacion exacta con factor integrante (y = C/x)

5 4 — cCc=1
c=2

— Cc=3

— Cc=4
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Grafico 3: Transformacion de una ecuacion no exacta a exacta mediante un factor

integrante. Creacion propia.

Encontrar un factor integrante puede ser un desafio, pero en muchos casos, se asume
que (w) depende solo de (x) o solo de (y) , lo que simplifica el proceso. Si

(u = u(x)), la condicidn de exactitud se convierte en:

o(uM) oM o(uN) oN dn
Jdy Jdy ox ox dx

[gualando ambas expresiones:

oM 6N+Ndp.
oy = Mox dx

Si la ecuacion no es exacta, ({0M}/{0y} # {ON}/{0x}. Reorganizamos:

oM _on
dp 9y  ox
ax " N

oM ON

dy Ox

Si el término es una funcioén solo de (x) digamos (f(x)), entonces:

%“ — f(x) dx,

lo que implica:
u_(x) = eff(x) dx

Un procedimiento similar aplica si (p_= p_(y)). Por ejemplo, consideremos la

ecuacion:
Bx?2y+2xy)dx+ (x3 +x*)dy =0
Verificamos la exactitud:

M = 3x?y +2xy, N = x3+ x2,

M _ 3x2 12 W _ 3x212
ay_ X Xy, Fyoie X X




La ecuacion es exacta, pero supongamos una ecuacion no exacta, como:
ydx +x dy =0
Aqui, (M=y), (N=x):

oM 1 ON 1

ay ' ox

lo que indica exactitud. Para un caso no exacto, consideremos:
2x+y)dx+(x+6y)dy=0

Calculamos:

oM__oN__
oy  ox

lo que sugiere exactitud, pero tomemos un ejemplo no exacto:

ydx —x dy =0

oM 4 oN Y
ay = ox
No es exacta. Probamos un factor integrante u(x):
oM _aN
dy ax _1-(-1) 2
N —x
Integramos:
2
O . |
- ., 1
Multiplicamos la ecuacidn por p(x) = =
y 1
2y
Verificamos la exactitud de la nueva ecuacion:
y 1M 1 oN 1

M= - - T _

x2’ x'dy a2’ Ax x?




Ahora es exacta, y podemos resolverla como se describi6 anteriormente.

Proceso de aplicacion de un factor integrante

Antes del factor integrante Después del factor integrante (u(x) = 1/x)
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Grafico 4: Proceso de aplicacion de un factor integrante.
Creacion propia.

6.1.3. Clasificacion de Factores Integrantes

Los factores integrantes no son Unicos; una ecuacion no exacta puede tener multiples
factores integrantes que la transforman en exacta. La clasificacion de factores

integrantes se basa en su forma y dependencia. Los tipos mas comunes son:

oM ON
0y ox

1. Factores integrantes que dependen solo de x: Como vimos, si es

funcion de x, el factor integrante es p(x) = e/ f(® dx,

ON oM

ox 0y

2. Factores integrantes que dependen solo de y: Si es funcion de y,

entonces p(y) = e/ IM 4y,

3. Factores integrantes que dependen de una combinacion de x e y: En casos
mas complejos, pu(x,y) puede ser una funcién de ambas variables, como p =
x®yP. Estos son més dificiles de encontrar y suelen requerir ensayo o métodos

avanzados.




Clasificacion de Factores Integrantes segin su Dependencia

Ej: p(x) = 1/x

A3

Ej: puly) = 1y

R

uly)

H(x)

Factores Integrantes

uix, y)

N

Ej: u(x, y) caso complej

Grafico 5: Clasificacion de factores integrantes segun su dependencia.
Creacion propia.

Enlace 2: http://www.scholarpedia.org/article/Predator-prey _model

Este articulo explora el modelo clasico de depredador-presa y su solucion utilizando

herramientas matematicas y computacionales.

Descripcion del enlace: Este recurso ayudaré a entender como los sistemas dinamicos

acoplados pueden ser modelados y resueltos.

Por ejemplo, en la ecuaciony dx — x dy = 0, el factor integrante p = xlz depende
solo de x. Alternativamente, podemos probar p(y):

ON oM

oy -1-1

M y y

3

lo que da:




Multiplicando por % :

vax—Xay=o
lax—Xay=-o
y y> Y

1

. . 1 o
y verificamos la exactitud. Ambos factores (x—2 yZ) son vélidos, mostrando que los

factores integrantes no son Unicos.

En casos mas complejos, los factores integrantes pueden depender de combinaciones

como xy o x/y. Por ejemplo, para la ecuacion:
(x+2y)dx+ (2x+y)dy =0,
probamos p = xy:
(x%y + 2xy?)dx + (2x*y + xy*)dy = 0.

Verificamos la exactitud y resolvemos si es exacta. La eleccion del factor integrante
adecuado depende del anélisis de la ecuacién y, en la préctica, puede requerir software

matematico para casos complicados.

Resolucion con diferentes factores integrantes
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Grafico 6: Ejemplo de resolucion con diferentes factores integrantes. Creacion propia.




e Aplicaciones de Ecuaciones Exactas

Las ecuaciones exactas y los factores integrantes tienen aplicaciones en multiples
campos. En fisica, modelan sistemas conservativos, como el movimiento en un campo
gravitacional, donde la ecuacion diferencial describe trayectorias que conservan
energia. En ingenieria, se usan en el andlisis de circuitos eléctricos, donde las
ecuaciones exactas describen relaciones entre corriente y voltaje. En biologia, modelan

tasas de crecimiento o interacciones entre especies.

Por ejemplo, en un circuito RC, la ecuacion diferencial que describe la carga en un
condensador puede escribirse en forma exacta, permitiendo soluciones analiticas. En
fluidodinamica, las ecuaciones exactas modelan flujos laminares, donde el factor

integrante simplifica la resolucion de ecuaciones no exactas iniciales.

Aplicacion de ecuaciones exactas en un circuito RC

Carga (uC)

— qlt)= V(1 — e~tRC)

=== Carga maxima (CVa)

0 1 2 3 4 5
Tiempo (ms)

Grafico 7: Aplicacion de ecuaciones exactas en un circuito RC. Creacion propia.

La resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en aplicaciones
practicas requiere integrar el conocimiento tedrico con el uso de herramientas
computacionales especializadas. Si bien muchas de estas ecuaciones pueden resolverse
mediante métodos analiticos tradicionales, como el del factor integrante, en contextos
reales —donde las funciones involucradas son complejas, presentan discontinuidades,

o dependen de parametros dindmicos— es frecuente apoyarse en software matematico




para garantizar precision, eficiencia y escalabilidad. Esta sinergia entre teoria y
tecnologia es fundamental en la computacion moderna, donde la velocidad de

procesamiento y la automatizacion del andlisis matematico resultan cruciales.

Herramientas como MATLAB, Mathematica o Python (con bibliotecas como SymPy
y SciPy) permiten al usuario automatizar procesos clave como la verificacion de
condiciones de exactitud, la identificacion y aplicacion del factor integrante adecuado,
y la integracion de la ecuacion resultante. Esto es especialmente 1til en casos donde los
factores integrantes no son triviales o no se identifican facilmente mediante inspeccion
manual. Estas plataformas permiten también el analisis simbdlico y numérico de las
soluciones, asi como su visualizacion grafica, lo que contribuye tanto al aprendizaje
como al desarrollo de aplicaciones reales, como la simulacién de sistemas fisicos, el

disefo de algoritmos de prediccion, o el modelado de flujos de informacion.

En el contexto profesional, esta capacidad de resolucion asistida por computadora
permite enfrentar ecuaciones que, de otra forma, serian intratables de manera manual.
Ademas, facilita la integracion del modelo diferencial dentro de sistemas mas amplios,
como entornos de simulacién en tiempo real, sistemas de control adaptativo o
arquitecturas de inteligencia artificial. En entornos de ciberseguridad, por ejemplo,
este enfoque puede aplicarse al modelado dindmico de amenazas o a la evolucion de la
confianza en redes distribuidas. Por tanto, dominar tanto la teoria de estas ecuaciones
como su resolucidbn computacional representa una competencia clave para
profesionales que buscan aplicar las matematicas a la solucion de problemas complejos

y dindmicos en la era digital.

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel crucial en la modelizacion matematica de
diversos fendmenos en la ciberseguridad, especialmente en la dindmica de sistemas de
redes, la propagacion de ciberamenazas y el andlisis de comportamiento de trafico en
entornos interconectados. Estas ecuaciones permiten representar como las variables de
un sistema cambian a lo largo del tiempo, lo que es esencial para predecir y mitigar

riesgos asociados a ataques cibernéticos.

En el contexto de la ciberseguridad, las ecuaciones exactas pueden utilizarse para
modelar procesos de propagacion de malware o la evolucion de vulnerabilidades dentro
de una red, donde las condiciones exactas del sistema permiten una solucion precisa y

predicciones fiables. Para sistemas donde los modelos no son exactos debido a la




complejidad o el ruido inherente en los datos de trafico de red, el concepto de factor
integrante se convierte en una herramienta esencial. Un factor integrante actia como
un modificador matematico que transforma una ecuacion diferencial no exacta en una
ecuacion exacta, permitiendo que el modelo sea mas adecuado para andlisis predictivos,
como la deteccion de anomalias o el comportamiento de ataques distribuidos en tiempo

real.

Existen diversas clases de factores integrantes, que dependen de la estructura del
sistema a modelar. En el ambito de la ciberseguridad, los factores integrantes pueden
ser utilizados para ajustar ecuaciones que describen el trafico de red, el comportamiento
de un atacante, o incluso la difusioén de un ataque en una red, permitiendo a los analistas
de seguridad modelar con mayor precision los escenarios de amenaza y optimizar las
estrategias de mitigacion. Estos métodos matematicos avanzados proporcionan
herramientas valiosas para la creacién de algoritmos de deteccion y la prediccion de
comportamientos maliciosos, contribuyendo a un enfoque mas proactivo y eficiente en

la defensa cibernética.

Definicion de los términos citados en la clase 6

e Ecuaciones exactas: Ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma
M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, donde existe una funcion F (x, y) tal que 63—1 =
Mo = N.

ay
e Factor integrante: Una funcion p(x,y) que, al multiplicar una ecuacion

diferencial no exacta, la transforma en una ecuacion exacta, permitiendo su

resolucion mediante integracion.
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Recursos de Profundizacion

1.

g

Sistema Diferencial de Primer Orden en Geogebra

Descripcion del enlace: Esta herramienta en GeoGebra permite resolver y
visualizar ecuaciones diferenciales de primer orden aplicadas a modelos de
crecimiento poblacional y enfriamiento de Newton. Puedes experimentar con
diferentes tipos de ecuaciones y visualizar cémo sus soluciones se comportan a
medida que cambian los parametros.

Autor: Carlos Julio Mayorga Arias

Enlace: https://www.geogebra.org/m/fqgbdkhwd

Simulacion de Modelos Matematicos Diferenciales

Descripcion del enlace: Este simulador en Wolfram Alpha te permite resolver
modelos matematicos de ecuaciones diferenciales de primer orden, como
los modelos de crecimiento poblacional (modelo exponencial y logistico) y la
ley de enfriamiento de Newton. Los resultados se muestran tanto en forma
grafica como analitica, permitiendo ver las soluciones de manera clara.

Autor: Carlos Julio Mayorga Arias
Enlace:https://colab.research.google.com/drive/1qeBcZ9YsnsP7Hc4EsJvvuA

g_-MfyBpY9?usp=sharing

Métodos Computacionales para Resolver Sistemas Diferenciales

Descripcion: En este recurso se exploran métodos computacionales avanzados
para la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales utilizando técnicas

numéricas.

Autor: Carlos Julio Mayorga Arias

Enlace:

https://drive.google.com/file/d/1gSS141pk--1157HS5-
WuDcNNmZxVFtCtY/view?usp=sharing
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