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Introduccion de la clase

(Alguna vez te has preguntado por qué dos objetos diferentes pueden considerarse
«iguales» en ciertos contextos? En matematicas, esta idea de «igualdad» no se limita
solo a que dos nimeros sean idénticos, sino que puede extenderse a muchas otras
formas de similitud: dos archivos con el mismo nombre, dos direcciones IP que
pertenecen al mismo rango, o dos mensajes cifrados con el mismo algoritmo. Para
modelar estas situaciones, usamos un tipo especial de relacion llamada relacion de
equivalencia. En esta clase descubrirds como estas relaciones nos permiten agrupar
elementos en subconjuntos coherentes llamados clases de equivalencia, y como estas

clases organizan naturalmente a un conjunto en particiones.

Estudiar relaciones de equivalencia no solo refuerza tu comprension sobre las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, sino que también abre la puerta a
aplicaciones utiles en programacion, bases de datos, estructuras algebraicas y sistemas
de clasificacion. A través de ejemplos concretos, analizaremos coémo se construyen
estas relaciones y exploraremos como agrupan elementos similares, permitiendo una

organizacion logica y eficiente de la informacion.

Clase 8: Relaciones de equivalencia

RDA 2: Resolver problemas practicos y teoricos mediante la aplicacion de técnicas y
herramientas de la Matematica Discreta, como l6gica matematica, analisis de conjuntos

y teoria de grafos en el manejo de estructuras discretas.

8. Relaciones de equivalencia

Desde etapas tempranas de tu formacidon matematica, aprendiste que algunas
expresiones distintas pueden representar el mismo valor. Por ejemplo (Johnsonbaugh

2018), al trabajar con fracciones, sabes que

2 3 -1 -3 15
2 4 6 -2 -6 30
son todas formas distintas de expresar la misma cantidad. Aunque se ven diferentes,

todas representan el mismo niimero racional: un medio.




Este fenomeno de «diferentes formas para un mismo objeto» es una pista del
concepto mas profundo que exploraremos en esta clase: las relaciones de equivalencia.
Estas relaciones nos permiten agrupar elementos que, aunque no idénticos a simple
vista, comparten alguna propiedad en comuin que los caracteriza. Asi, podemos
clasificar o agrupar elementos que «en cierto sentido, son lo mismo», lo cual es una
herramienta poderosa tanto en la matemadtica pura como en muchas aplicaciones

practicas de la informatica, la l6gica y la ciberseguridad.
8.1. Definicion y ejemplos

Al estudiar relaciones, observamos que algunas poseen propiedades especiales que las
hacen particularmente utiles para clasificar y organizar conjuntos. Las relaciones de

equivalencia son un ejemplo fundamental de este tipo (Epp 2020).

Definicion 1: Relacion de equivalencia.
Sea R una relacion sobre un conjunto A. Decimos que R es una relacion de

equivalencia si cumple las siguientes tres propiedades:

1. Reflexiva: Para todo x € A, se cumple xRx.
2. Simétrica: Si xRy, entonces yRx.
3. Transitiva: Si xRy y yRz, entonces xRz.

En este caso, escribimos x ~p y para denotar que x es equivalente a y bajo la relacion

R. Si no hay ambigiiedad, simplemente escribimos x ~ y.

Ejemplo 1. Mismo (primer) apellido. Sea A el conjunto de todas las personas en una

base de datos. Definimos X ~ y si X y y tienen el mismo apellido. Esta relacion es:

*  Reflexiva: toda persona tiene el mismo apellido que si misma.

*  Simétrica: si x tiene el mismo apellido que y, entonces y tiene el mismo

apellido que x.

*  Transitiva: si x y y tienen el mismo apellido, y y y z también, entonces X y z

también lo tienen.




Ejemplo 2. Congruencia modulo n. Sea Z el conjunto de los enteros. Definimos una

relacién ~ sobre Z como:
a~b siysolosia=b (modn),
es decir, si n | (a — b). Esta relacion es una relacion de equivalencia, pues cumple:

*  Reflexiva: Para todo a € Z, se cumple quea—a =0, yn | 0, por lo tanto a ~

d.

e  Simétrica: Si a ~ b, entonces n | (a—Db), lo que implica que también n |

(b — a), por lo tanto b ~ a.

e  Transitiva: Sia~byb~c, entoncesn|(a—b) yn|(b—c). Al sumar

estas dos igualdades, se obtiene n | (a — c), por lo tanto a ~ c.

Por ejemplo, sin = 5, entonces 12 ~ 2 porque 12 — 2 = 10, y 10 es divisible por

Ejemplo 3. Funciones hash. Sea S el conjunto de todas las cadenas de texto y f una
funcién hash que mapea cada cadena a un valor entero. Definimos una relacion ~ tal

que, paras,t € S,
s ~t siysolosif(s) = f(t).
Esta relacion es:

*  Reflexiva: Para cualquier cadena s, se cumple que f(s) = f(s).
*  Simétrica: Si f(s) = f(t), entonces f(t) = f(s).
*  Transitiva: Si f(s) = f(t) y f(t) = f(u), entonces f(s) = f(u).

Un ejemplo simple de una funcion hash podria ser una que devuelve la longitud de una
cadena. En este caso, «hola» y «casa» son equivalentes, ya que longitud(«hola») = 4y

longitud(«casa») = 4.

Ejemplo 4. Identificadores con prefijo igual. Sea L el conjunto de todos los
identificadores validos en un lenguaje de programacion. Definimos una relacion ~

sobre L tal que, paras,t € L,

s ~t siy solo silos primeros ocho caracteres de s y t son iguales.




Esta relacion también es una relacion de equivalencia, ya que cumple:

*  Reflexiva: Cualquier identificador tiene los primeros ocho caracteres iguales a

si mismo.

*  Simétrica: Si los primeros ocho caracteres de s y t son iguales, entonces los de

ty s también lo son.

* Transitiva: Si s y t tienen los primeros ocho caracteres iguales, y t y u

también, entonces s y u los tienen iguales.

Este tipo de relacion se puede usar, por ejemplo, para detectar conflictos entre
identificadores en ciertos compiladores antiguos que solo consideran los primeros ocho

caracteres como significativos.

Para una introduccion detallada sobre qué es una relacion de equivalencia, puedes

consultar el siguiente enlace.
*  Titulo del enlace: ;Qué es una relacion de equivalencia? Definicion sencilla y

ejemplo facil.

*  Descripcion del enlace: Explicacion paso a paso del concepto de relacion de

equivalencia.

Enlace: https://voutu.be/utvY QYpRO1k?si=bxyg4WdMXPilLmv3

8.2. Clases de equivalencia

Una vez que hemos definido una relacion de equivalencia, surge naturalmente la idea
de agrupar todos los elementos que son equivalentes entre si. Este conjunto recibe el

nombre de clase de equivalencia (Epp 2020).

Definicion 2: Clase de equivalencia.
Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. Para cada x € A, la clase de

equivalencia de x se define como:
[x]={y€Alx~y}

La clase de equivalencia [x] contiene todos los elementos del conjunto que son

equivalentes a x. Es decir, todos los elementos que estan «relacionados» con x segun




la relacion definida. Una propiedad de las relaciones de equivalencia es que los

elementos equivalentes tienen la misma clase:

x~y o [x]=][yl

Y, en consecuencia, las clases de equivalencia o son iguales, o son completamente

disjuntas:

Ejemplo 5. Clases de equivalencia a partir de una relacion dada por pares
ordenados. Sea A = {0,1,2,3,4} y definamos la relacion R sobre A mediante el

conjunto de pares:

R = {(0,0),(0,4),(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3), (4,0), (4,4)}.

Se puede verificar que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo tanto, una

relacion de equivalencia.

Determinamos las clases de equivalencia calculando los elementos relacionados
con cada uno:
[0] = {x € A:xR0} ={0,4},
[1] ={x€A:xR1} ={1,3},
[2] ={x€ A:xR2} = {2},
[3] ={x€A:xR3} ={1,3},
[4] ={x€ A:xR4} ={0,4}.

Por lo tanto, las clases de equivalencia distintas inducidas por R son:

{0,4}, {13}, {2}

Ejemplo 6. Clases de equivalencia de proposiciones légicas. Sea S el conjunto de
todas las proposiciones construidas a partir de un numero finito de letras
proposicionales. Definimos una relaciéon ~ tal que P~ Q si y solo si P y Q son
logicamente equivalentes, es decir, tienen la misma tabla de verdad. Esta es una relacion

de equivalencia.

Dado, las proposiciones p = qy —p V q son equivalentes, se tiene que

[pP—>ql={p—>qg-pVg ..}




De este modo, cada clase de equivalencia contiene todas las proposiciones que son

légicamente equivalentes entre si.

Ejemplo 7. Congruencia médulo 5. Sea Z el conjunto de los enteros y definamos la

relacién ~ por:
a~b siysolosi a=b(mod)>5).

Esta relacion es de equivalencia, como se ha demostrado previamente, y permite

agrupar los enteros segun su residuo al dividirlos por 5.

Cada clase de equivalencia esta compuesta por todos los enteros que dejan el

mismo residuo al dividirse por 5. Por tanto, las clases de equivalencia distintas son:

[0] ={..,—10,-5,0,510,..},
[1] ={.,-9,-41611,..}
2] ={..,—-8-3.2712,..}
B8] ={..,-7,-23813,..}
[4] ={..,—6,-1,49,14,..}.

)

-

-

Estas cinco clases de equivalencia forman una particion de Z, es decir, cada

namero entero pertenece a una y solo una de ellas.

Para reforzar tu comprension sobre las clases de equivalencia, sus propiedades y como
se construyen a partir de una relaciéon dada, te recomendamos revisar el siguiente

enlace.

*  Titulo del enlace: ;Qué son las clases de equivalencia y qué propiedades

tienen?

*  Descripcion del enlace: Explicacion clara de la definicion, propiedades y

varios ejemplos de clases de equivalencia.

Enlace: https://voutu.be/md3edmSFIle0?si=7ug4xG7DgH pT6CA

8.3. Particiones de un conjunto
Uno de los resultados mas importantes asociados a las relaciones de equivalencia es
que estas dividen al conjunto en subconjuntos disjuntos que lo cubren completamente.

Esta estructura natural se denomina particion.




Definicion 3.
Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. El conjunto cociente de A

por ~ se define como:
A/~={[x] € A:x € A}.

Ejemplo 8. Sea A =7 y definamos la relacion ~ tal que a~ b si y solo si a =

b (mod 3). Esta relacion es de equivalencia y genera las siguientes clases:

[0] ={..,—6,—3,0,36,..},
[1] ={..,=5-2147, ..},
2] ={.,—4,-1258,..}.

El conjunto cociente de Z por ~ esta formado por estas tres clases:

Cada numero entero pertenece exactamente a una de estas clases.

Este ejemplo muestra como la relacion de congruencia médulo 3 divide al
conjunto de los enteros en tres clases de equivalencia, segun el residuo al dividir por 3.
Cada numero entero pertenece exactamente a una de estas clases, y no puede pertenecer
a mas de una. Este tipo de estructura es fundamental en criptografia, teoria de nimeros
y codificacion, donde la clasificacion por residuos permite trabajar con bloques o ciclos

repetitivos de forma ordenada.

Ejemplo 9. Supongamos que tenemos el conjunto A formado por las direcciones de

correo electronico de todos los usuarios registrados:

A ={ ana@empresa.com,juan@empresa.com,
luis@otro.org,maria@otro.org,sofia@datos.net}.

Definimos una relacion ~ sobre A tal que: X ~

y siysolosi Xxyy tienen el mismo dominio de correo.
Esta relacion es de equivalencia porque:
*  Reflexiva: Todo correo tiene el mismo dominio que si mismo.

. Simétrica: Si dos correos tienen el mismo dominio, entonces se relacionan en

ambos sentidos.




*  Transitiva: Six y y tienen el mismo dominio, y y y z también, entonces X y z

lo tienen.
Las clases de equivalencia resultantes son:

[ana@empresa.com] = {ana@empresa.com,juan@empresa.com},
[luis@otro.org] = {luis@otro.org,maria@otro.org},
[sofia@datos.net] = {sofia@datos.net}.

Por lo tanto, el conjunto cociente A/~ esta formado por estas tres clases, cada una

representando un grupo de usuarios por dominio:

A/~= {[@empresa.com], [@otro.org], [@datos.net]}.

En este caso practico, se observa como una relacion de equivalencia permite
organizar a los usuarios de un sistema de informacion segun el dominio de su correo
electréonico. El conjunto cociente agrupa a los usuarios que comparten la misma
organizacion o proveedor, lo cual puede ser tutil para aplicar politicas de acceso,
segmentar bases de datos, o generar reportes por entidad. Asi, las relaciones de
equivalencia no solo simplifican la estructura de los datos, sino que también permiten

realizar andlisis mas eficientes y relevantes para la gestion de sistemas digitales.

Cada clase de equivalencia [x] es un subconjunto de 4, y el conjunto de todas estas

clases forma una coleccioén de subconjuntos que:
*  son mutuamente disjuntos (no comparten elementos),
*  ycuyaunion es todo el conjunto A.
Por tanto, se dice que el conjunto cociente A/~ genera una particion de A.

Definicion 4.
Una particion de un conjunto A es un conjunto (finito o infinito) de subconjuntos no

vacios {A;, A,, ... } tales que:
* A;NAj=oparai # j,

® A1UA2U"'=A.




La siguiente figura se ilustra una particion de un conjunto A formado por seis

subconjuntos disjuntos.

Figura 1. Particion de un conjunto en subconjuntos disjuntos

Nota: tomado de Particion de un conjunto (n.d.)

Esta correspondencia es tan estrecha que puede demostrarse que toda particion
de un conjunto define una relacion de equivalencia, y a su vez, toda relacion de
equivalencia define una particion. Es decir, existe una relacion biunivoca entre estos

dos conceptos.

Ejemplo 10. La relaciéon R es una relacion de equivalencia sobre el conjunto A.

Determina las clases de equivalencia distintas de R:
A =1{0,1,2,3,4}, R ={(0,0),(0,4),(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,0), (4,4)}.
Solucion: Consideremos elemento por elemento
. Para 0 € A, tenemos 0 ~ 0, 0 ~ 4, por lo tanto,
[0] = {0,4}
. Paral € A, tenemos 1 ~ 1, 1 ~ 3, por lo tanto,
[1] = {1,3}

. Para 2 € A, tenemos que 2 ~ 2, por lo tanto,

[2] = {2}




. Para 3 € A, como 3 ~ 1, entonces,
[3] =[1] = {1,3}
» Para4 € A, como 4 ~ 0, entonces,
[4] = [0] = {0,4}
Por tanto, las clases de equivalencia (distintas) son
[0 =141 ={04}, [11=[BI={13}, [2]={2}

Asi, el conjunto cociente es

A/~={{0,4}, {1,3}, {2}}.
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Términos
* Relacion de equivalencia: es una relacion que cumple tres propiedades:

reflexiva, simétrica y transitiva.

* Clase de equivalencia: es el conjunto de todos los elementos que son

equivalentes entre si segun una relacion de equivalencia.

Profundizacion

Recurso 1

*  Titulo del recurso: Relaciones de Equivalencia y Funciones Hash

*  Descripcion del enlace: Este recurso presenta una guia de Python que relaciona

las Funciones Hash con las relaciones de equivalencia.




. Enlace: https://colab.research.google.com/github/andres-

merino/MatematicasDiscretas-Virtual-05-

N0279/blob/main/pages/clases/clase08/FuncionesHash.ipynb

Recurso 2

*  Titulo del recurso: Ejercicios resueltos de Relaciones de Equivalencia

*  Descripcion del enlace: Este recurso presenta una serie de ejercicios resueltos,

con su explicacion paso a paso, sobre las Relaciones de Equivalencia.

Enlace: https://andres-merino.github.io/MatematicasDiscretas-Virtual-05-

NO0279/pages/clases/clase08/EjerciciosResueltosClase08.pdf
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