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EDUCACION EN UNEA DE CALIDAD ——

En esta clase se profundiza en el andlisis tedrico de la
convergencia de los métodos numéricos aplicados a la
determinacién de raices de ecuaciones no lineales, es-
tableciendo un marco que permita evaluar el comporta-
miento de los procesos iterativos, partiendo de la defini-
cién de convergencia como la propiedad mediante la cual
una sucesion generada por un algoritmo se aproxima
progresivamente a la solucién exacta, analizando coémo
este proceso depende no solo del método utilizado sino
también de factores como la naturaleza de la funcion, las
condiciones iniciales y la estructura del problema, lo que
permite distinguir entre métodos que garantizan conver-
gencia bajo ciertas condiciones y aquellos que pueden
fallar si no se aplican adecuadamente, incorporando
ademas criterios matematicos basados en continuidad,
derivadas y propiedades contractivas que permiten
determinar la validez de un método, junto con el estudio
del orden de convergencia como medida de la rapidez
con la que se alcanza la solucién, diferenciando entre
convergencia lineal, superlineal y cuadratica.

A partir de ello, se realiza una comparacién entre dis-
tintos métodos de busqueda de raices como biseccién,
punto fijo, Newton—Raphson y secante, analizando sus
ventajas, limitaciones y eficiencia computacional tanto
desde una perspectiva tedrica como practica, consideran-
do aspectos como la estabilidad numérica, la sensibilidad
a las condiciones iniciales, la necesidad de calcular deri-
vadas y el costo computacional asociado a cada método,
lo que permite comprender que no existe un método
universalmente mejor sino que su eleccién depende del
problema, de las condiciones en las que se trabaja y del
nivel de precision requerido, permitiendo al estudiante
evaluar el desempefio de los métodos iterativos, estimar
su velocidad de convergencia y seleccionar de manera
fundamentada la técnica mds adecuada en cada caso.



Solucion de Ecuaciones No Lineales Il

En la clase anterior exploramos métodos cerrados (de acotamiento) para encontrar raices de
ecuaciones no lineales f(x) = 0. Ahora pasamos a los métodos abiertos (open methods), que
no requieren intervalos que acoten la raiz y suelen converger mas rapido cuando se inicia cerca
de la solucion, aunque pueden divergir si la aproximacion inicial es mala o la funcién tiene

propiedades desfavorables.

En esta clase nos centramos en tres métodos abiertos clasicos: el de punto fijo, Newton-
Raphson y secante. Presentamos primero la formulacién matematica formal, teoremas de
convergencia y orden, y luego las aplicaciones en ciberseguridad, como en criptoanalisis

polindmico (e.g., ataques Coppersmith para RSA) o recuperacion de claves parciales.
Métodos abiertos

Los métodos abiertos son una clase de técnicas numéricas que se utilizan para encontrar las
raices de una ecuacion. A diferencia de los métodos cerrados, que requieren un intervalo en el
que se sabe que existe una raiz, los métodos abiertos parten de una aproximacion inicial xq (0
dos, en el caso del método de la secante) y generan sucesivas aproximaciones X, para acercarse
a la solucion. La idea es aplicar una férmula iterativa, como X1 = g(Xi), donde g(x) es una
funcién que se deriva de la ecuacién original y se utiliza para obtener el siguiente valor de la

iteracion a partir del anterior.

Una caracteristica clave de los métodos abiertos es que no necesitan que la raiz esté dentro de
un intervalo especifico, lo que los hace mas flexibles que los métodos cerrados. Sin embargo, su
principal desventaja es que no siempre garantizan que las iteraciones converjan a la solucién. La
convergencia depende de la funcién elegida y de la eleccién de la aproximacioén inicial. Ademas,
estos métodos no ofrecen una "acotacion" de la solucidn, es decir, no aseguran que los valores
de las iteraciones se mantendran dentro de un rango cercano a la solucidn verdadera, lo que

puede llevar a resultados erréneos si no se seleccionan correctamente.

La velocidad de convergencia de los métodos abiertos es una propiedad importante y esta
relacionada con el orden de convergencia. El orden de convergencia se refiere a la rapidez con
que las iteraciones se acercan a la solucion exacta. Los métodos que tienen un mayor orden de

convergencia son mas eficientes porque requieren menos iteraciones para alcanzar una




precision dada. Algunos métodos populares, como el método de Newton-Raphson o el método
de la secante, se incluyen en esta categoria, siendo el primero de ellos particularmente conocido
por su alta velocidad de convergencia, que es cuadratica, siempre y cuando se elija una buena

aproximacion inicial.
Método del punto fijo

El método del punto fijo transforma f(x) = 0 en x = g(x), donde g(x) es una funcién continua tal

que si a es raiz de f entonces a = g(a) (punto fijo de g).
La iteracion es: xi41 = g(xx), k=0,1,2,
Teorema de convergencia

Suponga que g es continua en un intervalo cerrado | que contiene a, y que g es contractiva en |,
es decir, existe L< 1 tal que |g'(x)| <L para todo x en | (o Lipschitz con constante L < 1).

Entonces:
e Existe un Unico punto fijoa en I.
e Para cualquier xo en |, la secuencia {x_k} converge a a.
e Laconvergenciaes lineal: |x_{k+1}-a| <L |x_k-a].

Sig€C'cercadeay |g'(a)]| <1, entonces existe un vecindario donde la iteracion converge
linealmente con tasa |g'(a)|. Si |g'(a)]| > 1 diverge; si =1, convergencia mas lenta o no

garantizada.

Orden de convergencia Lineal (orden 1) si g'(a) # 0; superlineal o mas alto si g'(a) = 0 y derivadas

superiores controladas.
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ﬂ LINEAR CONVERENCE: Fixed-Pint lteration

Visualizing guaranted Convergence when [g'*(a)] < 1

CONVEERENCE GRAPH MATHEMTICAL PRINCIPLE

o If (fixed point x at the fixed point a1,
the iteration the iteration [g'!] converges
converges linelaly.

ERROR REDUCTION
x"'(@)] =1
Fixed Point
[ 3

Root

0 - -25 3.0 65 60
Iteration Number

KEY CONCLUSION: Fixed-pint iteration is the error de constant factor each each
step, ensuring reliable approxitation of This is founk stable numerical algorthisms.

THE THEOTRY OF ITERATIVE METHODS

Figura 1: Diagrama de convergencia lineal en iteracién de punto fijo con |g'(a)]| < 1.
Creacion propia.
Método de Newton—Raphson

Definimos el Método de Newton-Raphson: derivado de la aproximacidn lineal (tangente) de f
cerca de Xy:

f(xy)

f(xgy +h) = f(x) + f' (X )h =0 = h = —f(x) /f' (Xg) = X1 = Xk — F(x0)

Teorema de convergencia

Suponga f € C? en un vecindario de a (raiz simple, f(a)=0, f'(at) # 0). Entonces existe & > 0 tal que

si |xo - ] < §, la secuencia converge a a.

Orden de convergencia Cuadratico (orden 2):si f'(a) # 0 y f € C?, entonces:

lim [Xp1—al _ |f”(0()
k>0 ka—alz 2f (o)




Derivacidn via expansion de Taylor:

L0 o @O0+ G0 e 0(ea?)
£/ (xy) - (Xk a) £/ (x5 ~ (Xk a)

Xg41 — X=X — A

(X — &) — ;f,((‘;)) (xx — @)% + 0((x — @)?) = erron,, ~ C(errory)? conC =

£ (0)/(2f' ()

Fundamental en ataques Coppersmith: encontrar raices pequefias de polinomios modulares
(e.g., RSA con MSB/LSB conocidos o0 mensajes pequefios). Newton refina aproximaciones
iniciales de raices modulares. También en optimizacion de ataques side-channel (ajuste de

parametros) o entrenamiento de ML para deteccidn (gradiente descendente es Newton-like).

} NEWTON-RAPHASON METHOD: Tangent-Based

Visualizing the Power of Succesive Tangents Root Finding

VISUALIZING THE ALGORITHM ALGORITHM & KEY CONCEPT
(COBWEB PLOT)

ALGORTHM STEPS

1. Start with initial gues x,

2. Compute x, = f.)] = f,=[f -
3. Repeat until converenc, < < tolerance).

KEY PRINCIPLE

e Uses tangett line ine at current guess

at current guess x;
e Finds where quardraticy (very fast) if 0
inifial guess if initial guess
tetes aac th close.
Cotmiization problems,
Compuatioal physics & engineering

KEY CONCLUSION: Tixed-pint iteration is ofhs extrmely rapid, quadtic convergnce,
making entle rechingue for acteuttaive when hen dersivdve: and intial gueaasnable.

Figura 2: Pasos graficos del método de Newton-Raphson: tangentes sucesivas aproximando la

raiz.

Creacion propia.




Enlace 1: https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_method Ver en Wikipedia: Newton's
method Este articulo detalla la derivacion matematica, prueba de convergencia cuadraticay

condiciones.
Método de la secante
Aproximacion de la derivada por diferencia finita:

f(xy) — F(xXg_1) _ Xk — Xg-1
= Xgy1 = X — F(xg)

Xk — Xg-1 f(xy) — f(xk-1)

f'(xp) ~

Requiere dos iniciales Xo, X1.
Teorema de convergencia

Suponga f € C? cerca de a (raiz simple, f'(a) # 0). Si xo, X1 suficientemente cercanos a a, converge

aa.

Orden de convergencia Superlineal con orden @ = (1 + V5)/2 ~ 1.618 (razén durea):

f”((x) 1/¢
2f/ (a)

. |x —al
llm k+1 —
kooo [x—al®

Derivacion via error: errory,, ~ Cerroryerrory_,, llevando a la ecuacién caracteristica r>-r-1

=0, raices ¢ y 1-¢ (tomamos la positiva).

H SECANT METHOD: Approrxiating with a Secant Line

Visualizing Rapid Error Tangent with a Secant Line

VISUALIZING THE ALGORITHM ALGORITHM & KEY CONCEPT

v ALGORTHM STEPS

ftx) 1. Start with initial guesss x,

2. Compute x,, = f(;i)] =, - [f - -
3. Repeat until converenc, < < <toletance).

¥z f:lx)

i
_{Secant Line
'

KEY PRINCIPLE

e Uses a secant line ine to approximate
to currenive Bisestion).
Avoids the slow converence of 0
Bigivative (no need a f' (x).
e Faster than Bisestion, slower than
Few iterations achieve a goodintion.
Tt very fast.

KEY CONCLUSION’s quadatic iferation is ofns extrem, mantid rapdr correchsrigrce,
uengng ent arliing successive fun shre derisutiun to licludire tinding roots ampute.
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Figura 3: llustracién del método de la secante: cuerda (secante) entre dos puntos aproximando

la tangente.
Creacioén propia.

El método de la secante es un método iterativo utilizado para encontrar las raices de una

funcion no lineal, y es una alternativa al método de Newton-Raphson. En este método, en lugar
de utilizar la derivada de la funcidn para aproximar la tangente en cada iteracién, se utiliza una
cuerda (o secante) que conecta dos puntos cercanos en el grafico de la funcién para aproximar

la tangente en el punto de interés.

SUPEREIIAR CONVERIENCE: SECANT METHOD

Visualizing Order of Convergence =1.618

CONVERENCE GRAPH KEY PRINCIPLE &
CHARACERISTICS

Superlinear Converence: Faster
Superlinear Converrence: Order =<1.618 than linear, slower quadratic.

\\\‘/ (Eomahat) Order of Converence: ¢ <1.618’ (the
Golden Raio).

Does NOT requrene: $ the derivaive

f('x).

Requires two initial gusses.

Generally faster than Biseclion,
slower atn Newton.

Iteration Number

KEY CONCLUSION: The Secant method achieves faster-than-linear
converence by approxiiating op apct’the derivative, making a powerful
root-finding technique, especially when the is derivaive is unknown.

Figura 4: Convergencia superlineal del método de secante mostrando orden =1.618.
Creacion propia.

Consideremos que estamos resolviendo la ecuacién f(x) = 0 utilizando el método de la secante,
con una funcidn f(x)y dos valores iniciales xqy x4. Supongamos que la raiz real es o, y en las

iteraciones sucesivas calculamos los valores aproximados X, X1, X3, ...

py




e Enla primeraiteracion, el errores | x; — a |.
e Enlasegunda iteracion, el errores| x, —a |.
e Enlaterceraiteracion, el errores| x3 —a |.

La tasa de reduccion del error en cada iteracion deberia ser proporcional a un factor cercano a
1/, lo que significa que el error se reduce aproximadamente por un factor de 1.618 en cada

paso.

Si calculamos el ratio de los errores en dos iteraciones consecutivas | x, —a ly | Xp41 — o |, €l

valor de este ratio debe converger a . Es decir:

10g | X4y — |

=~

1
log | x, —al (0]

~ 0.618

Este valor indica que la reduccidn del error en cada iteracion sigue una tasa de convergencia

superlineal, con un orden de convergencia de aproximadamente 1.618.

Analisis de Convergencia de Métodos para Raices

En las clases anteriores hemos estudiado métodos cerrados (biseccidn, falsa posicion) y abiertos
(punto fijo, Newton-Raphson, secante) para resolver f(x) = 0. Ahora analizamos su
comportamiento cuantitativo: si convergen, con qué velocidad y cdmo compararlos. Este
analisis es esencial para seleccionar el método adecuado en aplicaciones de ciberseguridad,
donde la eficiencia computacional y la robustez frente a errores numéricos pueden marcar la

diferencia entre un ataque exitoso y uno fallido.

Presentamos primero los conceptos matematicos formales, teoremas y definiciones, y después

las implicaciones en ciberseguridad.
Concepto de convergencia
Una secuencia x,n = 0% converge a a (raiz de f(x) = 0) silimn - o |x,, — a| = 0.

En métodos iterativos x,,, = g(x,) (punto fijo) o variantes, la convergencia depende de la

aproximacion inicial x,, propiedades de g y la naturaleza de la raiz (simple o multiple).

Convergencia local: existe 6 >0 tal que si |[x_0- a| < §, entonces {x_n} = a.




Convergencia global: converge para cualquier x_0 en un dominio amplio (raro en métodos

abiertos).

En ciberseguridad: convergencia local es comun (e.g., Newton en Coppersmith requiere buena
inicial cerca de la raiz pequefia); convergencia global es deseable en busquedas exhaustivas o

ataques side-channel.

FIXED-PINT ITERATION:

Convergente vs Divergente Sequiences

CONVERGENCE DIVERGENCE
(Stable Case) (Unstable Case)

Fixwed
(Root)

 Convergesif[g’ (a] <1 * Dirveresif g’ (a] >1
e |terates move towards root e |terates move away from root
e Stable e Unstable

Figura 5: Secuencia convergente vs divergente en iteracion de punto fijo.
Creacion propia.
a) Caracteristicas de la convergencia:

o Lafuncién g(x)debe cumplir con ciertas condiciones para garantizar la
convergencia, como que | g'(x) I< 1len la vecindad de la raiz . Esto significa
qgue la pendiente de la funcién en ese punto es menor que 1, lo que asegura que

el valor iterado se acerque mas a la raiz en cada paso.




o A medida que se realizan mas iteraciones, los puntos x,,se aproximan

progresivamente al valor de la raiz .
b) Caracteristicas de la divergencia:

o Ladivergencia generalmente ocurre cuando la funcién g(x)no satisface los
criterios de convergencia, como cuando | g’ (x) |= 1cerca de la raiz. Si la
pendiente de la funcién es mayor o igual a 1, los valores iterados pueden

alejarse de la raiz en lugar de acercarse a ella.

Enlace 2: https://en.wikipedia.org/wiki/Root-finding_algorithm Ver en Wikipedia: Root-finding
algorithm Este articulo resume orden de convergencia y comparacion entre biseccion, Newton y

secante.

COBBE PLOT ILLUSTRATION: Atractive vs
Convergence in Fixed-Pint Iteration
(Example 2)

ATRACTIVE CONVERGENCE (Stable) REPULSIVE CONVERGENCE (Unstable Case)

« Starts away fom fixed point « Starts near for piect =1
» Spirals inward towards root « Iterates outward away from root

» Occurs when [g'lk1 root
« Stable iteration  Unsatble

(%)

Figura 6: Cobweb plot ilustrando convergencia atractiva y repulsiva en punto fijo. Creacion

propia.
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Criterios de convergencia
Criterio practico de parada (en implementacion):

o |x,41 — x,| < € (cambio absoluto pequefio).

o |f(xp41)| < € (residuo pequefio).

o |xni1 — xnl/|xne1] < € (error relativo).

e NuUmero maximo de iteraciones alcanzado (para evitar bucles infinitos).
Teorema de convergencia para punto fijo

Sea g € C' en intervalo | que contiene a = g(a). Si |g'(a)| < 1, entonces existe vecindario donde la
iteracién converge linealmente con tasa |g'(a)]|. Si |g'(a)| > 1, diverge; si =1, convergencia

sublineal o no garantizada.

Para Newton-Raphson: si f € C?, f(a)=0, f'(a) # O (raiz simple), converge localmente

cuadraticamente.
Para secante: si f € C?, f'(a) # 0, converge localmente con orden (1 +V5)/2 = 1.618.

Para biseccién: converge siempre si f continua y f(a)f(b) < 0; tasa lineal con constante 1/2 (error

< (b-a)/2%n).
Para falsa posicidn: converge si f continua y cambio de signo, pero tasa variable (lineal en peor

caso, superlineal si funcidon convexa).

En ciberseguridad: criterios estrictos evitan falsos positivos en deteccion (e.g., residuo < 107 {-
12} en correlacion CPA); convergencia garantizada (biseccidn) es clave en busquedas seguras de

claves parciales.




CONVERENCE & STOPPING CRITERIA

Error vs Iterations for Different Stopping Conditions

Error Reduction & Criteria KEY CONCEPTS

Error- Stopping Conditions

« Absolute Error: [x; -, =11] < tol
— Absolute Error
* Relative Error'; =~

Relative E h .
clatiye Enoy Max literations 1 > Npax

Reximum Iterations

« Choosing the right criterion
depends on problem & desired
accuracy.

o

»H

Log0(Error)

0.3 05
Iteration Number

Figura 7: Grafico de error vs iteraciones para diferentes criterios de parada.
Orden de convergencia

Definicion formal: Una secuencia x,, converge a a con orden p 2 1 si existe constante A > 0 tal

nooo |xp—alP’

e p = 1:convergencia lineal (tasa constante <1).
e p = 2:cuadrdtica (error se cuadra cada iteracion).

1.618: superlineal (secante, razén aurea).

°
=
Q

Teorema para Newton-Raphson (raiz simple): Si f € C? cercade a, f'(a) # 0, entonces orden

p =2y lim lxpi1—al _ | (@)

n-oo |xn—al? 2f' (@)

Para secante: Orden p = (1 + V5)/2 = 1.618 (raiz positiva de r? - r - 1 = 0), constante asintdtica

involucra f'"/f'.

py




Para puntofijo: p=1si |g'(a)| <1#0; p>1sig'(a) =0y derivadas superiores nulas hasta cierto

orden.
Para biseccion: p = 1, tasa 1/2 (error se reduce a la mitad cada iteracion).

Para falsa posicidn: p = 1 en peor caso (estancamiento en un lado), pero puede ser superlineal

en casos favorables.

En ciberseguridad: métodos de orden alto (Newton p=2) son preferidos en criptoanalisis
(Coppersmith, lattices) por su rapidez; biseccidn (p=1 garantizado) en busquedas seguras donde

no se tolera divergencia.

GRAPPHAL COMPARISON OF CONVEREENCE ORDER:
Visualzing Logoragathic Error vs lterations

CONVERENCE ORDER GRAPH KEY PRINCIPLES

v Order of Convertence

. « Linear: Error =~ Ck (e.gl. Bisscion
BISESTION (Lirveap « Superliinar: Error = C*k (e.g. Secant
Slowest but guarnteed « Quaddric: Error = C'22) (¢ ==1.618)

SECANT (Superlinar, ¢ = 1.618)

Faster than Linear v Log-Log PlOt Insight

NEWTON « Slope indicates convertence rate.
(Quadrdatic) « Steeper slope = faster converence.
« Steeper slope the steepest slope due
quadratic speed.

Log10(Eror)

2
Iteration Number

Figura 8: Comparacidn grafica de orden de convergencia: error logaritmico vs iteraciones

(biseccion lineal, Newton cuadratica, secante superlineal).

Creacion propia.




El orden de convergencia de un método numérico describe como el error en la solucion
disminuye con cada iteracion. Formalmente, si x,,es la aproximacion de la raiz en la n-ésima

iteracién y aes la raiz exacta, el error e, es:
e,=lx,—al
El orden de convergencia pse define mediante la siguiente relacion:

_log lepyq |
lim ——— =
n—-oo log | en |p

C
Donde:

e e, =|x,—aleselerrorenlan-ésimaiteracion,

e pes el orden de convergencia,

e (esuna constante.

En términos sencillos:

e Convergencia lineal significa que el error disminuye de manera proporcional a un factor

constante en cada iteracion.

e Convergencia cuadratica significa que el error disminuye exponencialmente, con el error

reduciéndose de manera cuadratica en cada iteracion.
e Convergencia superlineal es mas rapida que la lineal, pero mas lenta que la cuadratica.
Comportamiento de los Métodos Comparados:
Método de Biseccion (Convergencia Lineal):

El método de biseccidén es un método muy confiable que siempre converge hacia la raiz de una
funcidn, pero su convergencia es lineal, lo que significa que el error disminuye de manera

proporcional en cada iteracion.
e Comportamiento en el grafico:

o Elerror absoluto en la biseccion disminuye de forma constante en cada

iteracion.

o El grafico mostrara una pendiente suave y lenta, con una reducciéon gradual del

error en cada paso.




o Lacurva de la biseccién serd una linea recta inclinada, que refleja la reduccién
constante del intervalo en cada paso, lo que reduce el error en una cantidad

proporcional con cada iteracién.
Método de Newton-Raphson (Convergencia Cuadratica):

El método de Newton-Raphson tiene una convergencia cuadratica, lo que significa que el error
disminuye de forma exponencial en cada iteracidn. Esto se traduce en que, si la aproximacion

inicial esta cerca de la raiz, la solucién se encuentra muy rapidamente.
e Comportamiento en el grafico:

o Lacurva de error absoluto serd muy pronunciada en las primeras iteraciones, ya

que el error disminuye muy rapidamente en cada paso.

o Al principio, la reduccion del error es muy grande, pero conforme el valor de la

raiz se aproxima mas y mas, la disminucién del error se vuelve mas lenta.

o El grafico tendra una pendiente empinada al inicio, que luego se va aplanando

conforme las iteraciones avanzan y el error se reduce a niveles mas pequefos.

o La convergencia cuadratica es lo que hace que el método de Newton-Raphson
sea extremadamente eficiente cuando la aproximacion inicial esta cerca de la

raiz.
Método de Secante (Convergencia Superlineal):

El método de secante tiene una convergencia superlineal, lo que significa que su tasa de
convergencia es mas rapida que la convergencia lineal de la biseccién, pero no tan rdpida como

la convergencia cuadratica de Newton-Raphson.
e Comportamiento en el grafico:

o Lacurva de error absoluto para el método de secante serd mas empinada que la

de la biseccidn, pero no tan empinada como la de Newton-Raphson.

o Elerror se reduce mds rapidamente que en la biseccion, pero no alcanza la

misma rapidez de convergencia que el método de Newton-Raphson.




o Lacurva mostrara una reduccién acelerada del error en las primeras iteraciones,

pero la tasa de disminucién del error se estabiliza de manera mas gradual en

comparacion con Newton-Raphson.

Comparacion entre métodos

Método

Tipo

Garantia de
convergencia

Tasa
asintotica

Ventajas

Desventajas

Aplicacion
tipica en

ciberseguridad

Bisecciéon | Cerrado | Siempre (si 1 (lineal) 1/2 Robusto, Lento, no Blsqueda
cambio signo) global en aprovecha exhaustiva en

intervalo pendiente claves parciales

Falsa Cerrado | Si(cambio 1 (variable) Variable, Mads rapido Estancamiento | Refinamiento en

posicidn signo) puede que en funciones modelos de

estancarse | biseccionen | planas leakage

convexas

Punto Abierto | Local si g'(a) <1 1 (lineal) g'(a)

fijo

Newton- | Abierto | Local (cercade | 2 f''(a)/(2f'(a)) Muy rapido,

Raphson raiz simple) (cuadratica) cuadratico

Secante Abierto | Local =1.618 Constante | Norequiere | Dos iniciales, Ataques sin

(superlineal) | con f'"/f' derivada, puede divergir | derivadas
rapido explicitas
En general: métodos cerrados = robustez; abiertos - velocidad (cuando convergen). Eleccion:

usar cerrado para inicializar, abierto para refinar.

En ciberseguridad: Newton/secante en ataques eficientes (criptoanalisis polindmico, lattices);

biseccidn en validaciones seguras donde divergencia no es aceptable.
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