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En esta clase se amplia el estudio de la integracién
numeérica mediante los métodos compuestos, los
cuales extienden las reglas basicas al subdividir el
intervalo de integracidon en varios subintervalos para
mejorar la precisidn, partiendo del concepto de
integracién compuesta como la aplicacidn repetida
de reglas como el trapecio o Simpson sobre
particiones mads pequeiias, lo que permite obtener
aproximaciones mas cercanas al valor real, analizando
como la reduccién del tamafio de paso influye
directamente en el error global y en la calidad del
resultado, para luego desarrollar la regla del trapecio
compuesta y la regla de Simpson compuesta,
evaluando su formulacién, comportamiento del error
y nivel de precision, y cerrando con una comparacion
entre ambos métodos en términos de eficiencia,
costo computacional y velocidad de convergencia,
con el objetivo de que el estudiante pueda aplicar
estos métodos y elegir el mas adecuado segun el
problema.

Ademas, se introduce el estudio de los sistemas de
ecuaciones diferenciales como una extensiéon natural
para modelar fendmenos con multiples variables que
interactlan simultdaneamente, comunes en areas
como ingenieria, fisica y economia, comenzando con
los sistemas lineales homogéneos que permiten una
resolucion mas directa mediante herramientas como
matrices y valores propios, facilitando la comprensién
de su estructura y comportamiento, para luego
abordar los sistemas no homogéneos que incorporan
términos externos y requieren técnicas adicionales
para encontrar soluciones particulares, destacando el
uso de métodos estructurados que amplian las
posibilidades de analisis, permitiendo al estudiante
comprender y resolver sistemas dindmicos mas
complejos y aplicar estos conceptos en la modelacion
de problemas reales.
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Resultado o resultados de aprendizaje que sera abordado con el contenido de la clase.

1) Analizar problemas matematicos y computacionales utilizando métodos numéricos
adecuados para su solucidon aproximada.

2) Aplicar técnicas numéricas en la resolucién de problemas propios de la ingenieria y las
ciencias computacionales.

3) Evaluar resultados numéricos considerando el error, la estabilidad y la confiabilidad de

los métodos empleados.
Reto # (4)

Integracion Numérica ll

En la Clase 12 vimos las reglas simples del trapecio y Simpson, junto con sus errores. Ahora
profundizamos en las versiones compuestas (composite), que dividen el intervalo en multiples

subintervalos para mejorar precision y estabilidad. También comparamos los métodos.

Presentamos primero la formulacién matematica formal, teoremas de error y analisis de

convergencia, y luego las aplicaciones en ciberseguridad.

La integracidn numérica compuesta es una extension de los métodos de integracion numérica
que se utiliza cuando el intervalo de integracién es grande o cuando se desea mejorar la
precision de los métodos basicos, como la regla del trapecio o la regla de Simpson. En lugar de
aplicar un Unico paso de integracion en todo el intervalo, la integracién compuesta divide el
intervalo en subintervalos mds pequefios y aplica los métodos de integracién a cada uno de
esos subintervalos. Posteriormente, las aproximaciones obtenidas de cada subintervalo se
combinan para obtener una estimacidn del valor total de la integral. Este enfoque es muy util
en situaciones donde el intervalo es grande, ya que permite obtener una mayor precision sin

tener que reducir excesivamente el tamafio de los pasos en la integracion.

La regla del trapecio compuesta es una version extendida de la regla del trapecio que divide el
intervalo en varios subintervalos y aplica la regla del trapecio a cada subintervalo de manera
independiente. El valor total de la integral es la suma de las aproximaciones de cada
subintervalo. Este método es facil de implementar y mejora la precisién del método de
trapecio simple al usar mas puntos de evaluacion a lo largo del intervalo. Sin embargo, al igual
que la regla del trapecio simple, su precisién sigue siendo limitada y depende del nimero de
subintervalos. A medida que el numero de subintervalos aumenta, la precisién mejora, pero la
mejora no es tan rapida como en otros métodos, como la regla de Simpson. La regla del
trapecio compuesta es Util cuando se tiene un gran nimero de subintervalos y se necesita una

solucion rapida y relativamente precisa.




Integracion compuesta

La integracion compuesta divide [a, b] en n subintervalos (n par para Simpson 1/3) de ancho

h = (b—a)/n,connodosx; =a+ih,i = 0,1,...,n.

La integral total es la suma de integrales en cada subintervalo:

fabf(x)dx = Z k=01 j X (%) dx

Aplicando una regla simple en cada subintervalo se obtiene la regla compuesta.

Teorema general de convergencia: Si f es suficientemente suaveyh - 0 (n - <o), la
aproximacién compuesta converge al valor exacto de la integral, con orden de precisién igual

al de la regla simple (2 para trapecio, 4 para Simpson 1/3).
Regla del trapecio compuesta

Divide [a, b] en n subintervalos (n > 1) de ancho h = (b - a)/n.

] abf(x)dx ~ g[f(xo) +2 z i = 1" (x;) + £(x,)|

Anilisis de error (teorema compuesto): Si f € C?[a, b], el error total es:

_ (b—a)h?

E. =
T 12

f" (%) para algun € € [a, b]
(b —a)?

= |Eg| £ ————
[Erl < =702

max|f”’(x)| = 0(1/n%) = 0(h?)

El orden global de precision es 2, igual que la version simple.




COMPOSITE TRAPEZIODAL RULE:
WEIGITEd Sum of Subintervals

Visualizing Area Breakdown with op Weights

VISUALIZING CONCEPT FORMULA & EXPLANATION KEY INSIGHTS

fa) f h/2) + (C) +f(\'))

i h/? +2f,
[a” fdxe= [ £,)+2f,)+2f()

Error = O(h? v/ Higher accuracy than
single trapezitod.
« Divides interval [a/b] into n subintervals.
v/ Converges faster as =
functions.

far 1

i == ;l\._ =  Applies trapeziodal rule to
. toeach. (h)=h+(h;)+h (b, (b)

Composite Area

v/ Widehs usect edge (nca)

 Sums individual trapazod areas. S AV
vs interior intervals.

Sums individual trapazod areas.

>

* Improved accuracy with smaller h

S
b (larger n)).
h=b-a)/n ) ) R
* Error is proportional h

KEY CONCLUSION

The composite trapeziodal rule enhances accuracy by summing multiple trapzodes
sapints over subintervals, offering method for approxiiating definisi:te integrals with a higher
higher order for convergens order sublinitence.

Figura 1: Desglose de la regla del trapecio compuesta en subintervalos con pesos h/2, h, h/2.
Creacion propia.
Regla de Simpson compuesta
Formulacion matematica formal

Requiere n par (nimero de subintervalos par, nimero de puntos n+1 impar). Divide [a,b] en n

subintervalos de ancho h = (b — a)/n.

n/2-1
h
f abf(0dx ~ 3 |f(xo) + 42 K = 17/2f(xp_,) + 2 z £(Xp0) + £(X,)
k=1

Andlisis de error (teorema compuesto): Si f € C*[a,b], el error total es:

o4
Eg = —%f(‘”@) para algin & € [a, b]
(b—a)®
> |Eg| < ST max|f®(x)| = 0(1/n*) = 0(h*)

El orden global de precision es 4, exacta para polinomios hasta grado 3.




En ciberseguridad: Simpson compuesta ofrece mayor precision en integracién de sefiales
suaves en power/electromagnetic analysis (e.g., correlacién acumulada en CPA), estimacién de
probabilidades en Monte Carlo para riesgo de ataques, y procesamiento forense de sefales

continuas discretizadas.

COMPOSITE SIMPSON’S RULE: Symmetric
Parabalic Approxitation over Paired Subintrals

Visualizing Area Breakdown Weights

VISUALIZING CONCEPT FORMULA & EXPLANATION KEY INSIGHTS
i h/? +2f,
fa) Ja" f@dx = [ 1) +2f,)+2f0b)

Error = O(h* v/ Higher accuracy than
single trapeziidal rule.

?

» Requires even nunbetastriser (n).

v Very fast convergences

* Applies Simpson's 1/3 rule to
decreases.

to sublintervals (n).

ic Pai :
"¢ sums individual panazod to each v Weights are (14,2,1(x)
Sums individual trapazod areas. adra ves intervals.

s/di/x/s

» Weights are symmetric: 1.,2,2,..4,4,1).

« Error is proportional to Oh*.

KEY CONCLUSION

The composite simpeziodal rule enhances accuracy by symmetric multiple trapzodesons of
values over subintervals, combing parzuate for approxiting for affinisate and sfiegral
integriing acheiveranal sublintence.

Figura 2: Regla de Simpson compuesta: combinacion de pardbolas en pares de subintervalos

(simétricas).
Creacidn propia.

Comparacion de métodos de integracion

Error de Costo Ventajas Desventaj Aplicacion
de truncamien evaluacion matematic as tipica en
precisid to es (por as cibersegurid
n intervalo) ad

Trapecio 2 - 1 por Simple, Precision Integracion
compues | (O(h?)) %f”@) subinterval estable, moderada, rapida de

to converge error O(h?) = correlacion




o (n+1 para f en trazas
total) continua ruidosas
Simpson 4 - 1 por Alta Requiere n | Andlisis
1/3 (O(h4)) Mf@) € subinterval = precisién par, mas preciso de
compues s o (n+1 con pocos | sensiblea | sefiales en
to total) puntos, ruido DPA/CPA o
exacta extremo forense
grado 3
Trapecio  Simpso  Error Similar Simpson Trapecio Simpson
Vs n 4x Simpson ~ (mismo converge mas preferido
Simpson | mejor h? veces nimero de mucho mds robustosi @ para
menor puntos) rapido f'" grande  funciones
o ruido suaves,
trapecio
para
ruidosas

Tabla 1: Comparacion grafica: En escala log-log (error vs h), trapecio muestra pendiente -2,

Eleccion:

Simpson -4 (convergencia mas rapida).

Creacion propia.

Trapecio para funciones con derivadas altas o datos muy ruidosos (menos sensible a

outliers).

Simpson para funciones suaves y cuando se necesita precision alta con menos

evaluaciones.

En ciberseguridad: Simpson compuesta es preferida en integracién de funciones de correlacién
o potencia media (mayor precision reduce falsos negativos en deteccidn); trapecio en

estimaciones rapidas de areas bajo ROC o Monte Carlo para probabilidad de éxito de ataques.




TRUNCTION ERROR COMPARISON:
Trapezodal vs Simpson (Log-Log Plot)

Visualizing Convergence Rate with Step Size

LOG-LOG ERROR PLOT FORMULA & ERROR KEY INSIGHTS

" h/* +2f4 v/ Simpson's Rule is higher
Ja" fx)dx = [ f)+2f5)+2f(b)]  accuracy.

Error = O(h? v/ Simpazoal Rule is higher

der .
Romposite Trapeeidal Rule: (h). od8f actUiacy.

v Log--log plot reveals

Applires Trapeziodal rule to
b P slope errer error ~ h?

to sublintervals (h).
v/ A slope of -4 converges

Composite Simpson's Rule:
P P much faster faster.

lturers individual trapazod area.

x; Weignosite Simpson's Rule: Error = O(h%).
Step Size h (log scale) Error is proportional to Oh?.

KEY CONCLUSION

Comparing simpeziodal errors on a log-log plot reveson's Rule converges signs signictuatly
faster the Trapeidal (Oh®) Trapezozal raking it more efficient, especally with smiallstep
accuracy h.

Figura 3: Comparacién log-log de error vs tamafio de paso h: pendiente -2 para trapecio

compuesto, -4 para Simpson compuesto.
Creacion propia.

La figura muestra una comparacion log-log del error frente al tamafo del paso hpara dos
métodos de integracién numérica: trapecio compuesto y Simpson compuesto. En el grafico
log-log, el eje vertical representa el error de la aproximacién, mientras que el eje horizontal
muestra el tamafio del paso h, que es la distancia entre los puntos de evaluacién de la funcién

en cada método.




oz

TOTAL ERROR PLOT KEY INSIGHTS
10° 4
0 * Both methods have optimal h.

7.0

; L v/ Simpson's Rule is higher accurate

Trapeziodal Rule Optimalh / accurate.

60 ~0(/h) :

6.0

 Trapeziodal Rule: Error
accurate.

Error=O(h*

Total Eror (ogcal)

Round-off Error '\ simpson’s Rule * Total Etror = Truncation + smaller's O(h*)

| dominates
20 20 15 30
Step Size h (log scale)

KEY CONCLUSION

Comparing the totoanl ene wna the total error curve ins achieves signituatly sighe signicteotly
taster the Trapezdal (Oh4) thur compated to tinneater step size comparo's Rule, aspecaill
accuracy h.

Figura 4: Curva de error total vs h para ambos métodos: minimo mas bajo y a h mayor para

Simpson.

Creacidn propia.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias |

En esta parte de la asignatura pasamos a las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de
primer orden, que modelan fendmenos dinamicos en el tiempo o en una variable
independiente. En ciberseguridad, las EDO aparecen en modelado de propagacion de malware
(modelos SIR/SEIR adaptados), andlisis de timing en side-channel (dindmica de ejecucion), y

simulacidn de ataques persistentes o difusidn de vulnerabilidades en redes.

Presentamos primero la formulacién matemadtica formal, métodos de resolucién numérica de

un paso y andlisis de error, y luego las aplicaciones en ciberseguridad.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son fundamentales para modelar fenémenos
dinamicos en diversas areas de la ciencia y la ingenieria. Estas ecuaciones describen cémo
cambian una o mas variables dependientes en funcidn de una variable independiente,
generalmente el tiempo. La formulacion de problemas con EDO implica definir la ecuacién
diferencial que describe el comportamiento del sistema y las condiciones iniciales que
determinan el estado del sistema al inicio del proceso. El objetivo es encontrar una funcion
que satisfaga la ecuacidn diferencial y las condiciones iniciales, pero en muchos casos,
especialmente cuando no se puede obtener una solucidén exacta, se recurre a métodos

numéricos para aproximar la solucién. Los métodos numéricos, como el método de Euler y el
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método de Euler mejorado, son ampliamente utilizados para resolver EDOs de manera

aproximada.

El método de Euler es uno de los métodos mds sencillos y basicos para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Este método aproxima la solucién de la EDO
utilizando un enfoque de "pasos discretos" a lo largo de la variable independiente,
normalmente el tiempo. En cada paso, el valor de la funcién se actualiza utilizando la derivada
en el punto actual y un tamafo de paso (h), que determina cudnto se avanza en cada iteracion.
Aunque el método de Euler es facil de implementar y computacionalmente eficiente, su
precision es limitada, especialmente cuando el tamafio del paso es grande. Esto se debe a que
el método es de primer orden, lo que significa que el error en la aproximacion disminuye de

manera lineal con el tamano del paso.

El método de Euler mejorado, también conocido como el método de Heun, es una versién mas
precisa del método de Euler. En lugar de utilizar solo la derivada en el punto actual, el método
de Euler mejorado realiza una prediccidn inicial con el método de Euler y luego corrige esta
prediccién utilizando la derivada en el siguiente paso. Este enfoque reduce el error y mejora la
precision, ya que utiliza una aproximaciéon mas precisa para la pendiente en cada paso. Aunque
no es tan preciso como métodos mas avanzados, como el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, el método de Euler mejorado ofrece una buena precisién a un costo computacional
relativamente bajo, siendo ideal para problemas donde se requiere una mejora significativa

respecto al método de Euler sin un aumento drastico en los calculos.

El andlisis del error en métodos de un paso, como los métodos de Euler y Euler mejorado, es
esencial para entender la precisién de las soluciones numéricas obtenidas. El error en estos
métodos generalmente depende del tamafio del paso (h), y el método de Euler, al ser de
primer orden, tiene un error que disminuye proporcionalmente al tamafio del paso, es decir, el
error es directamente proporcional a (h). En cambio, el método de Euler mejorado, que es de
segundo orden, tiene un error que disminuye mas rapidamente, siendo proporcional a (h”2).
Esto significa que, a medida que se reduce el tamafio del paso, el error disminuye de forma
mas eficiente con el método mejorado en comparacion con el método basico de Euler. Sin
embargo, en ambos métodos, un tamafio de paso demasiado pequefio puede generar
problemas de estabilidad y aumentar los costos computacionales, por lo que es importante
encontrar un balance adecuado entre precisién y eficiencia en funcién del problema

especifico.
Formulacién de problemas con EDO

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden tiene la forma general:

y'@® =f(t,y®), yto) =yo




Donde:

e teslavariable independiente (tiempo o parametro),

e y(t) eslafuncion desconocida (estado del sistema),

e f(t,y) eslafuncién dada (velocidad de cambio),

e (tg, ¥o) es la condicion inicial.

Teorema de existencia y unicidad (Picard-Lindel6f): Si f es continua en un rectangulo

alrededor de (ty, y,) v Lipschitz continua en y (es decir, existe K tal que |f(t,y,) — f(t,y,)| <

K|y; — y,| para todo t en intervalo), entonces existe una Unica solucidn y(t) en algin intervalo

[to — 6, ty + 5]

En ciberseguridad: las EDO modelan la tasa de infeccién en redes (y' = By (1 — y/N) en

modelo logistico), dinamica de propagacidn de ransomware, o evolucidon temporal de métricas

de ataque (e.g., numero de hosts comprometidos).

GEOMETRIC REPREENTATION OF FIRST-ORDER ODE

Direction Field & Particular Solution

VISUALIZING CONCEPT

Directiorl Field
I (Slope at each point)

(to Yo

Particular Solution

through (Lo y y)
t

FORMULA & EXPLAIATION

dy—dt=fit,y

Initial Condition: y(t,) = y,

« Represents the slope of the solution
any point paths

« A particular solution is curve that
solution slopes

« Initial condition fixs a unique solution
path

KEY INSIGHTS

Direction field visualiies
ODE behavior.

v/ Each point (y) has a unique

v/ A particutian is tangent

to theee slope field at all
points.

Intial condition is necessary for
solution.

Initial iondition is necessary for
unique solution.

Figura 5: Representacién geométrica de una EDO de primer orden: campo de direcciones

(slopes) y solucidn particular que pasa por (ty, ¥o)-

Método de Euler

Formulacion matematica formal

Creacion propia.




El método de Euler (forward Euler) es el mas simple de los métodos de un paso. Aproxima la

derivada por la diferencia hacia adelante:

Yr+1 — Yk

h = f(tx yi)

y' () ~
= Yi+1 = Vi + hf (e, yi)
con ty4q = tx + h, h paso de tiempo.
Analisis de error local (truncamiento): Por expansion de Taylor: y(t; + h) = y(t,) +
By (t) + 23" (&) = errorlocal = Y(tes1) = Yiess = =" (€ = 0(h)
Error global: acumulacion de errores locales - O(h) (orden de precision 1).

Condicidn de estabilidad: para ecuaciones rigidas (stiff), Euler forward puede ser inestable a

menos que h sea muy pequefio.

En ciberseguridad: Euler se usa en simulaciones simples de propagacién de malware (modelo
SIR discreto), estimacién rapida de evolucién de amenazas en redes, y prototipado de ataques

temporales.

EULER’S METHOD: LINEAR TANGENT APPROXMATION
Forward Prediction at Each Step

VISUALIZING CONCEPT FORMULA & EXPLAIATION KEY INSIGHTS

h

dy—di = fit,y Simple, first-order method

Initial Condition: i + f (1) = y, v Eroris O
rror is Olh).

» Approsemates ODE solution.

) Accumnlates ever over
« Uses tangent line at curiquent steps.
atus current point. n Predicus.

Predicts next value forward Visualizes ODE

: to bed by Plots yve
« Error depands on step size'h (;’DE]. s

throug through time, future position. While simple, its accuuulated ermcessiitate small sizs for

@ KEY CONCLUSION: Euler's Method usss fa thst series of local lincal lrmrnear approxiations to step
anderstandtic methods.

Figura 6: Método de Euler: aproximacioén lineal tangente en cada paso (prediccion forward).

Creacidn propia.
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Enlace 1: https://www.youtube.com/watch?v=7jC2k5v5K8w Ver en YouTube: Método de Euler
para Ecuaciones Diferenciales — Explicacién paso a paso y ejemplo Este video muestra la

derivacién, implementacion y comparacién con solucién exacta.
Método de Euler mejorado
Formulacion matematica formal

El método de Euler mejorado también conocido como método de Heun o Euler modificado

(predictor-corrector de dos etapas):

1. Predictor (Euler estandar): ¥y 11 = yx + hf(ty, yi)
2. Corrector (promedio de pendientes): Y11 = Yk + 2 [f(ty, Vi) + f(tyr1, Yrr1)]

Analisis de error:
e Errorlocal: 0(h3) (por expansién de Taylor en ambas evaluaciones y promedio).
e Error global: 0(h?) (orden de precisién 2).

Teorema: Si f es Lipschitz en y y continua en t, el método converge con orden 2.

En ciberseguridad: Euler mejorado ofrece mejor precisiéon en simulaciones de dindmica de
amenazas (e.g., propagacion de botnets o worms) sin costo mucho mayor que Euler simple, y

en modelado de side-channel temporal (evolucidon de consumo de potencia).

ENHANCED EULER’S METHOD: PREDICTOR-COREERTOR
Prediction at Each Step

VISUALIZING CONCEPT FORMULA & EXPLAIATION KEY INSIGHTS

dy—dt = fit,y v/ More accurate (Order 2

Predictor (Euler; & + h + ft,) = y, : o)
rror <0["2).

« Higher acutice& (Trapzzood Rule)
Balances accuracy & cost
« Uses average of slapes at and steps.
thes a and Iden: 2 [ff + Yo, h,
teighe y, y, yx +ftn, +)5*]1]
. Vi Often called Heun's
« Error deand <O(h)?). Heun's method

Figura 7: Euler mejorado: predictor (Euler) + corrector (promedio de pendientes en ty y ty,1)-

Y

Creacion propia.


https://www.youtube.com/watch?v=PXdjSYPYLZ4

La figura muestra el método de Euler mejorado, que es una mejora del método de Euler
simple. El método de Euler mejorado combina dos pasos: un predictor y un corrector, para

obtener una mejor aproximacién de la solucién de la ecuacion diferencial.
Predictor (Euler):

El primer paso, conocido como el predictor, es el mismo que el método de Euler simple.
Consiste en utilizar la formula de Euler para estimar el valor de la solucién en el siguiente paso

Vk+1Utilizando el valor de la pendiente en el punto ty:

Y = yi + hf(ty, yi0)

(p)

111 €S la prediccion de la solucion en el siguiente paso, hes el tamafio del paso, y

dondey

f(ty, yx)es la pendiente de la solucién en el punto (ty’ yy).
Corrector (promedio de pendientes):

El paso del corrector mejora la prediccion obtenida en el predictor tomando el promedio de las
pendientes en los puntos tyy tx,1. Esto se hace para corregir la aproximacion, ya que la
prediccion inicial realizada por el predictor solo utiliza la pendiente en ty, lo que puede no ser

exacto si la pendiente cambia mucho en el intervalo.

La férmula para el corrector es:

Yir1 =Ykt 3 (ti Vi) + F(ts1, Vi q)

Aqui, y]gﬂ)les el valor predicho del paso anterior, y f(tk+1,y1((ﬂ)1)es la pendiente evaluada en el

punto (tk+1'yl((lfl), que es el valor de la prediccién.

El promedio de pendientes tiene como objetivo mejorar la precisién de la aproximacion, ya
que utiliza una evaluacion de la pendiente en dos puntos del intervalo, en lugar de solo en un

punto.
Resultado final:

La combinacién del predictor y el corrector en el método de Euler mejorado produce una
aproximacién de la solucidn mds precisa que el método de Euler simple. El error se reduce, y el
método tiene un orden de precision de 0(h?), lo que significa que la precisién mejora mas
rapidamente a medida que se reduce el tamafio del paso h, en comparacion con el método de

Euler simple, que tiene un error de O(h).
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ACCURACY COMPARISON: Euler vs Enhanced Euler vs Exact Solution
Visualizing Convergence Rates for ODE Solvers

VISUALIZING CONCEPT FORMULD COMPARASION KEY INSIGHTS

ACCUMEULATCE ERROR PLOT :
Simple Euler: 2 5
ore accurate is more

nw==h+@2)+hf £,
% g, Enhanced Euler convreges
« Error = O(h) accurateY).

N

o

Log-log plot shows slope =
slope = order of method

&

Enhanced Euler (h* ft;, y*2])

y*Error = 0(h) Smaller error accunulates
quadriraicaly.

Eroir Mayiuge (log scsle)
w

~

« Analytical solution (if avalable)

N

h: step size

o
o

15 65 80 -120
Exact Solution

Figura 8: Comparacion de precisidn: Euler simple (O(h)) vs Euler mejorado (O(h?)) vs solucién

exacta.
Creacion propia.

Enlace 2: https://www.youtube.com/watch?v=Stf__2m3z0U Ver en YouTube: Método de Euler
Mejorado (Heun) — Fdrmula, error y ejemplo resuelto Este recurso explica el predictor-

corrector, andlisis de error O(h?) y ventajas sobre Euler simple.
Anadlisis del error en métodos de un paso

Error local de truncamiento (LTE): diferencia entre la solucidn exacta y la aproximada en un

paso, asumiendo yy exacto.
e Euler: LTE=0(h?)
e Euler mejorado: LTE = O(h3)

Error global (GTE): acumulacidn de errores locales a lo largo de todos los pasos. Para métodos

de un paso consistentes y estables: GTE = O(hP) si LTE = O(hP*1).

Teorema de convergencia (Lax equivalence): Un método consistente + estable =

convergente. Euler es consistente de orden 1, Euler mejorado de orden 2.
Error de redondeo y estabilidad:

e Error de redondeo acumulado = n - £_machine - max |y| (n = (b - a)/h).



https://www.youtube.com/watch?v=RJbJz1u0Fxc

e Estabilidad absoluta: regiéon en el plano complejo donde [1+h A| <1 (paray'=Avy).

Euler forward tiene regidn pequefia (disco de radio 1 centrado en -1).

En ciberseguridad: analisis de error es critico para confiar en simulaciones de propagacién de
amenazas (error bajo evita subestimar riesgos), y en optimizacion numérica de ataques

(gradientes de funciones de costo en ML para deteccién).

GLOBAL ERROR VS STEP SIZE (h)
LOG-LOG PLOT: Euler vs. Enhanced Euler

Visualizing Order of Accuracy for ODE Solvers

LOG-LOG ERROR PLOT FORMULA & ERROR COMPARISON KEY INSIGHTS

v/ Enhanced Euler is more accurate.
Simole Eul * Global Error: < 0 (h) Hicoleds :
imple Euler + Slope =-10n log-log plot Log-log plot reveals order
(Order O(h) of accuraicy as slope.

v/ Simple Euler has slope of-1(0(h).
v/ Simple Euler has slope of-2 (0)2).

v/ Enhanced Euler converges
much faster for smaller h.

* Enhanced Euler < 0 (h)
* Slope =-2 on log-log plot

Glodel Elor (log scuds)

10 1 L] 0 1w
Step Size h (log scale)

KEY CONCLUSION: The log-log error plot clegarly clearly shows the enhanced Euler

/ method convreges quadicacly (Oope-2)) with-2¢)) with achieving signifiicantly higher
accuracy tragy than tan the simple Euler for method, wich a sirrop of ((h), especially as-1,
espeaily s the step size h decrease.

Figura 9: Error global vs paso h (log-log): pendiente -1 para Euler (O(h)), -2 para Euler mejorado
(O(h?)).

Creacion propia.
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